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Abstract

In this bachelor thesis, entropy production and Onsager coefficients in stationary non-
equilibrium states are investigated using a hopping model. For this purpose, a system is
introduced which can exchange energy and particles with two reservoirs. The Onsager co-
efficients, which describe the change of energy and particle currents for small perturbations
of thermodynamic forces, satisfy reciprocity relations in equilibrium. Results for the hop-
ping model show that in the control parameter space of the two thermodynamic forces lines
exist along which the Onsager reciprocity relations are valid also far away from equilibrium.
By applying methods of stochastic thermodynamics, the entropy production is given as a
function of the particle and energy fluxes as well as the thermodynamic forces. Possible
connections of the violation of the reciprocity relations with the size of the entropy produc-
tion are examined. In addition to analytical calculations based on the master equation, a
Monte Carlo simulation of the system is implemented, which enables future investigation of
more complex systems.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Entropieproduktion und Onsager-Koeffizienten in stationdren Nicht-
gleichgewichtszustdnden anhand eines Hopping-Modells untersucht. Hierzu wird ein Sy-
stem eingefiihrt, welches Energie und Teilchen mit zwei Reservoiren austauschen kann. Die
Onsager-Koeffizienten, welche die Anderung von Energie- und Teilchenstrémen bei kleinen
Storungen thermodynamischer Kréfte beschreiben, erfiillen im Gleichgewicht Reziprozitéts-
relationen. FErgebnisse fiir das Hopping-Modell zeigen, dass im Kontrollparameter-Raum der
zwei thermodynamischen Kréfte Linien existieren, entlang derer die Onsagerschen Reziprozi-
tatsrelationen auch fernab des Gleichgewichts giiltig sind. Mit Methoden der stochastischen
Thermodynamik wird die Entropieproduktion als Funktion des Teilchen- und Energiestro-
me sowie der thermodynamischen Krifte dargestellt. Darauf aufbauend werden mégliche
Zusammenhénge der Verletzung der Reziprozitétsrelationen mit der Grofse der Entropiepro-
duktion untersucht. Zusdtzlich zu analytischen Berechnungen auf Grundlage der Masterglei-
chung wird eine Monte-Carlo Simulation des Systems implementiert, welche die zukiinftige
Untersuchung von komplexeren Systemen ermoglicht.
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Kapitel 1

Einleitung

Mit der Beschreibung von Kreisprozessen in Dampfmaschinen durch Sadi Carnot Anfang des
19. Jahrhunderts [I] wurde der Grundstein fiir die Thermodynamik gelegt. Diese Kreispro-
zesse wurden durch eine Abfolge mehrerer Gleichgewichtszustinde approximiert. Dabei sind
immer nur die Unterschiede der thermischen Grofen von Anfangs- und Endzustand rele-
vant. Es wird nicht beachtet, dass ein Ubergang von einem Gleichgewichtszustand zum
néchsten nur stattfinden kann, wenn sich das System vorher im Nichtgleichgewicht befindet.
Die thermodynamischen Stréme spielen in vielen Ansétzen, die Nichtgleichgewichtsthermo-
dynamik zu beschreiben eine zentrale Rolle. Sie reprisentieren die zeitliche Entwicklung der
makroskopischen Gréfen wie Temperatur, Energie und Druck in einem System [2]. Lars
Onsager benutzte einen allgemeinen, linearen Zusammenhang zwischen thermodynamischen
Triebkréaften und den resultierenden Strémen als Ansatz, die Thermodynamik nahe des
Gleichgewichts zu verallgemeinern. Onsager bezog in seinen Ansatz mit ein, dass scheinbar
unkorrelierte thermische Kréfte einen betrachteten Strom beeinflussen kénnen [3]. Onsager
konnte zeigen, dass die Matrix der Proportionalititskonstanten zwischen Strémen und ther-
modynamischen Kréften nahe des Gleichgewichts symmetrisch und positiv semi-definit ist.
Mit weiteren Arbeiten von Ilya Prigogine, Josef Meixner, Sybren Ruurds de Groot und Peter
Mazur wurde eine erste Grundlage einer verallgemeinerten Beschreibung der Thermodyna-
mik nahe des Gleichgewichts geschaffen |4, 5] 6] [7].

In der Thermodynamik ist das Gleichgewicht durch das Verschwinden aller Stréme, der
Entropieproduktion und der Symmetrie der Onsager-Matrix ausgezeichnet. Ein priméres
Ziel dieser Arbeit ist zu untersuchen, ob sich Zustinde nahe des Gleichgewichts, in denen
die Symmetrie der Onsager-Matrix gegeben ist, finden lassen und ob diese Zustidnde in einen
Zusammenhang mit der Entropieproduktion gestellt werden konnen. Fiir die Untersuchung
solcher Zustdnde nahe des Gleichgewichts wird ein Hopping-Modell minimaler Gréfse einge-
fiithrt, welches Energie und Teilchen mit zwei Reservoiren austauschen kann. Die Teilchen-
und Energiestréme sind dabei nicht stark miteinander gekoppelt (eng. ,strong coupling )
[8]. Aufgrund der geringen Groke des Systems lassen sich die stattfindenden Prozesse auf
mikroskopischer Ebene nachvollziehen. Das Minimalmodell eignet sich zudem fiir die Mo-
dellierung eines Quantenpunktes (eng. ,quantum dot ) oder auch einer mikroskopischen
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Carnot-Maschine [9] 10], IT]. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist es, das Minimalmodell auf
thermische Transporteigenschaften zu untersuchen. Zunéchst wird in Kapitel [2] ein Einblick
in die von Omnsager und Prigogine geprdgte Beschreibung der Nichtgleichgewichtsthermo-
dynamik gegeben, die Voraussetzung fiir das folgende Kapitel [3] ist. Dort werden charak-
teristische Grofen wie Strome und Entropieproduktion mit der Mastergleichung analytisch
berechnet und in Kapitel 4] konkret auf das Minimalmodell angewendet. Um einen prinzi-
piellen Ablauf einer Monte-Carlo-Simulation fiir ein solches Modell vorzustellen, werden in
Kapitel [5 die Stréme im Minimalmodel mit einer Monte-Carlo-Simulation berechnet und
mit den zuvor analytisch berechneten Stromen verglichen.



Kapitel 2

Makroskopische Beschreibung der
irreversiblen Thermodynamik

Im folgenden Kapitel werden grundlegende Aspekte der irreversiblen Thermodynamik darge-
legt und die Unterschiede zur klassischen Thermodynamik deutlich gemacht. Ausgehend von
der Zeitableitung der Gibbssschen Fundamentalgleichung zeigt sich, dass Systeme im Nicht-
gleichgewicht hauptséichlich dadurch charakterisiert sind, dass stationdre Strome auftreten
konnen und eine Zunahme der Gesamtentropie der Systeme und der Umgebung stattfindet.
Die Beeinflussung mehrerer auftretender Strome wird durch die Onsagerschen Reziprozitéats-
beziehungen beschrieben.

2.1 Entropieproduktion

In der klassischen Thermodynamik werden allgemeine Beziehungen zwischen makroskopi-
schen Grofen, die an einem reversiblen Prozess im Gleichgewicht beteiligt sind, durch die
Gibbssche Fundamentalgleichung [2]

TdS = dU +pdV = pidn; (2.1)

)

hergestellt. Dabei ist T' die Temperatur, S die Entropie, U die innere Energie, p der Druck,
V' das Volumen, u; das chemische Potential und n; die Stoffmenge des Stoffes i. Um eine
zeitliche Dynamik zu erzeugen, wird zuerst die Annahme getétigt, dass die Prozessfiihrung
quasistatisch ist, also die makroskopischen Groéfsen unabhingig vom Ort sind:

ds dU dv dn;

- a T Pa a

In der Beschreibung der irreversiblen Thermodynamik wird damit das globale Gleichge-
wicht der klassischen Thermodynamik durch ein lokales Gleichgewicht ersetzt. Diesem liegt
zugrunde, dass nicht die Gesamtheit des Systems Zusténde des Gleichgewichts durchliuft,
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sondern die Volumenelemente innerhalb des Systems [2]. In der irreversiblen Thermodyna-
mik spielt die Anderung der Gesamtentropie von System und Umgebung dS;.; eine zentrale
Rolle. Die Anderung der Gesamtentropie lésst sich in zwei Teile aufspalten [4]:

dSior = dS + dS,. (2.3)

Hierbei beschreibt dS die Anderung der Entropie innerhalb des Systems und d,.S den Entro-
pieaustausch mit der Umgebung. Die zeitliche Anderung der Entropie wird als Entropiepro-
duktion Sio; bezeichnet. In einem abgeschlossenen Gesamtsystem gilt insbesondere nach
dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik, dass die Anderung der Gesamtentropie dSi,; = 0
bei reversiblen Prozessen und dSi,t > 0 fiir irreversible Prozesse im Nichtgleichgewicht.
Die Entropieproduktion kann als Produkt von ,thermodynamischen Kriften“ X und ,Stro-
men® J, also die zeitliche Ableitung makroskopischer Grofen « (z.B. U, V,n...), dargestellt
werden:

dSiot dSiot dav . do dSiot

& = o E:JXZO mltJ:EundX:E.
Phénomenologisch sind die Krifte X die Ursache der Wirkung J, der Strome. Da die Entro-
pie eine extensive Zustandsgroke ist, kann die Entropieproduktion als Summe von Produkten
der Strome und Krifte der m stattfindenden Einzelprozesse dargestellt werden:

S=> 8= JX; miti=1,...,m. (2.5)

Siot = (2.4)

Bei Prozessen nahe des Gleichgewichts, also im linearen Bereich der irreversiblen Thermo-
dynamik, kann eine einfache Proportionalitit zwischen Strémen und Kréften angenommen
[2]:

J=LX. (2.6)

Die Proportionalitdtskonstanten L werden auch als phdnomenologische, Transport- oder als
Onsager-Koeflizienten bezeichnet. Sind die thermodynamischen Krifte Null, ist nach den
Gln. und auch die Entropieproduktion Null. Wirken also keine thermodynami-
schen Krifte, so sind die resultierenden Stréme Null und das System ist somit im Gleichge-
wicht. Phanomenologisch zeigt sich, dass sich zu jedem auftretenden Strom nicht nur eine
korrespondierende Kraft zuordnen lésst, sondern die Strome von allen auftretenden Kriften
beeinflusst werden. Gleichung wird somit nach Onsager [3] zu:

Ji:ZLika miti=1,....,m (2.7)
k=1

umformuliert. Fiir thermodynamische Systeme, in denen mehrere Transportprozesse gleich-
zeitig stattfinden, konnte Onsager [3] allgemein beweisen, dass die Koeffizientenmatrix L
nicht nur positiv semi-definit ist, sondern auch symmetrisch. Die sich aus der Symmetrie
ergebende Gleichheit der Nichtdiagonalelemente,

L, = Ly, (2.8)
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wird als Onsagersche Reziprozitdtsbeziehung bezeichnet. Da die Koeffizientenmatrix posi-
tiv semidefinit ist, sind die Diagonalkoeffizienten L;; ebenfalls immer positiv semi-definit.
Um einen Beweis fiir die Onsagersche Reziprozitidtsbeziehung kurz zu skizzieren wird
ein System im Gleichgewicht betrachtet. Die makroskopischen, thermodynamischen Gré-
Ben sind zeitlich gemittelte Grofen, bei denen Schwankungen, Fluktuationen auftreten kon-
nen. Fluktuationen bringen das System aus dem Gleichgewicht und erzeugen Krifte, die
das Gleichgewicht wiederherstellen. Es wird die Korrelation zwischen der Fluktuation «;(t)
einer thermodynamischen Gréfe i zum Zeitpunkt ¢ und der Fluktuation o;(t + 7) einer
thermodynamischen Grofe j zum Zeitpunkt ¢ + 7 betrachtet:

T
a6+ 1) = lim. % /O i () (t + 7)dt. (2.9)

Wenn die zeitliche Richtung gedndert wird, also ¢ — —t, dndert sich das Ergebnis von
Gl (2.9) nicht, da Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht dem Prinzip der Mikro-
reversibilitdt unterliegen und damit zeitumkehrinvariant sind. Es gilt also:

a;(t)a(t +7) = aj(t)as(t + 7). (2.10)

Subtrahiert man von beiden Seiten in Gl. (2.10) «;(t)a;(t) und dividiert durch 7, so erhilt

: " <aj(t+7') —ozj(t)> —a® <ai(t+7') ozi(t)) 2.11)

T T

Tm Limes 7 — 0 ergibt sich fiir die zeitlichen Ableitungen der Fluktuationen[l}

()éi(t)dj(t) = Oéj(t)di(t). (2.12)

Nach Onsagers Regressionshypothese [12] zeigen mikroskopische thermische Fluktuationen
im Gleichgewicht das gleiche Abklingverhalten, wie die der korrespondierenden makroskopi-
schen Grofe bei kleinen Stérungen aus dem Gleichgewicht. Durch eine Fluktuation entste-
hen demnach thermodynamische Krifte und Strome, die das Gleichgewicht wiederherstellen.
Daher entspricht die zeitliche Anderung einer Fluktuation der zeitlichen Anderung der korre-
spondierenden makroskopischen Grofe. Fiir diesen Strom kann ein linearer Zusammenhang
nach Gl angenomrien werden:

k
Mit Gl. (2.12)) ergibt sich:
> LijgpoiXyp =Y Lino; Xy (2.14)
k k

!Dabei ist zu beachten, dass der Limes nur korrekt ist, wenn die betrachteten Zeitskalen der Fluktuationen
der makroskopischen Gréfsen weitaus grofer sind als die Zeit zwischen den mikroskopischen Ubergidngen, z.B.
die mittleren Zeitdifferenzen zwischen Stéfen von Teilchen.
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Nach der Einsteinschen Fluktuationstheorie ist die Wahrscheinlichkeit W einen Zustand
mit den Zustandsvariablen a, ..., a, in den Intervallen [aq, a1 + day], ..., [an, an + day)
gefunden werden kann durch

exp (Asmt) dag ...day,

Wdag ...day, =
J ... [exp (AS““) doj ... day,

(2.15)

gegeben, wobei ASio die Abweichung der Entropie vom Gleichgewichtswert ist [13], 2], [7] [14].
Der Ausdruck im Nenner in GI. dient als Normierung der Verteilung. Der Mittelwert
in Gl iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung in Gl. lasst sich nach dem Ergo-
dentheorem durch

o; Xy = / ) ./dal o dag o X W (2.16)
berechnen. Mit der Gl. (2.15) und der Definition der thermodynamischen Kréfte in Gl. (2.4)
ergibt sich fiir die Ableitung des Logarithmus der Wahrscheinlichkeit W

OlogW — kp OW _ OASio

kB 8041- - w (9042' N 8041'

= X.. (2.17)

Wird Gl. (2.17) in Gl. (2.16]) eingesetzt und partiell {iber ay, integriert, kann fiir den Mittel-
wert die Relation

1
i k_kB/ / aOgWWdal .dam, (2.18)

= k;B/ /oq cdrg_1dagyy ... day, gwdak (2.19)
o

= —kpdi / .. / Wdaoq . ..o (2.20)

gefunden werden [4]. Das Integral in Gl. (2.20)) ist die Normierungsbedingung der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung in G1. (2.15) und damit gleich Eins. Es ergibt sich fiir den Mittelwert
@.16)

OéiXk = —kgéik. (221)
Mit Gl. (2.21)) und Gl. (2.14)) erhélt man damit die Onsagersche Reziprozitétsbeziehung (2.8)

Lji = Lij. (2.22)



2.2. Stationdre Zustinde 11

2.2 Stationare Zustande

Ein System befindet sich im Gleichgewicht, wenn keine thermodynamischen Kréfte wirken. In
diesem Fall verschwinden die Entropieproduktion und jegliche Stréme. Ein makroskopischer
Zustand, in dem die Strome ungleich Null sind, aber zeitlich konstant, heifst stationérer
Zustand oder auch Zustand des konstanten Nichtgleichgewichts. In diesem Fall gilt:

Ji #0, (2.23)
aJ;
o =0, (2.24)

Das in dieser Arbeit im Fokus stehende Hopping-System relaxiert bei konstanten thermo-
dynamischen Kraften in einen solchen stationéren Zustand, wie in Kapitel gezeigt wird.
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Kapitel 3

Stochastische Thermodynamik und
mikroskopische Beschreibung

Kapitel [2 gibt einen Einblick in die irreversible Thermodynamik mit Hilfe der bekannten
makroskopischen Gréken. Im Gegensatz zu makroskopischen Systemen haben Fluktuationen
auf mikroskopischer Ebene einen relevanten Einfluss auf die thermodynamischen Grofien im
System. Systeme im Nichtgleichgewicht kdnnen nicht ohne weiteres durch die Ensembletheo-
rien auf mikroskopischer Ebene beschrieben werden. Eine andere Méglichkeit ist, die auftre-
tenden Strome durch Markov-Prozesse zu berechnen. Hierbei hiingt ein Ubergang von einem
Mikrozustand zum néchsten nicht davon ab, wie der vorherige Zustand erreicht worden ist.
Es soll im folgenden Kapitel zunichst ein allgemeiner Uberblick iiber die stochastische Be-
schreibung solcher Systeme gegeben werden, um dann die Stréme und Onsager-Koeffizienten
in einem System, welches an zwei Reservoire gekoppelt ist, explizit zu berechnen.

3.1 Mastergleichung

Um die zeitliche Entwicklung eines mikroskopischen Systems mathematisch einfach darzu-
stellen, werden die Zustdnde des Systems in der Dirac-Notation dargestellt. Das System
bestehe aus diskreten Basiszustédnden |m). Die Basisvektoren |m) seien orthonormal zuein-
ander,

(nlm) = dpm, (3.1)

und bilden somit eine Orthonormalbasis. Ein Systemzustand ist mit den Besetzungswahr-
scheinlichkeiten p,,(t) der Basiszusténde |m) durch

p(1) = pm(t)m) (3:2)

gegeben. Bei einer Abfolge von Markov-Prozessen sind die Ubergiinge von einem zum néch-
sten Zustand nicht davon abhingig, wie der Startzustand erreicht worden ist. Die System-
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zusténde erfiillen damit die Mastergleichung [15]:

2 1) = Wip(0) (33

Dabei ist W die Ubergangsmatrix und besitzt die Eigenschaft, dass die Summe aller Ele-
mente der Spalten Null ergibt und alle Eigenwerte kleiner oder gleich 1 sind. Eine Uber-
gangsmatrix wird auch stochastische Matrix genannt [16]. Die Besetzungswahrscheinlichkeit
nach N infinitesimalen Anderungen in der Zeit At ergibt sich aus der Mastergleichung :

p(t + NAL)) = (1 + WALV p(t)). (3.4)

Im Limes mit N — oo und At — 0 mit 7 = NAt = const. ergibt sich:

N
oo+ 7y = Jim_ (1457 ) " o(o) (35)
= W 7p(e) (3:6)

Der Operator U(7) = W7 wird als Zeitentwicklungsoperator bezeichnet. Wenn ein rechts-
seitiger Eigenvektor |p*t(t)) der Ubergangsratenmatrix W zum Eigenwert 0 existiert, also

W p™(t)) =0 (3.7)

gilt, dann dndern sich die Besetzungswahrscheinlichkeiten nach Gleichung (3.6)) zeitlich nicht
mehr:

() = p*(t+ 7). (3.8)

Man spricht hier von der stationiiren Verteilung [p*t(t)) = |p*t).

3.2 Forderung der Konsistenz mit Gleichgewichtsstatistik

Im Spezialfall, dass sich das System im Gleichgewichtszustand befindet, sind die Beset-
zungswahrscheinlichkeiten durch die Ensembletheorie gegeben. Das System sei an ein Teil-
chenreservoir mit der Temperatur ) und dem chemischen Potential p*) gekoppelt. Die
Besetzungswahrscheinlichkeiten der Basiszustande ergeben sich nach

v 1 v v
v = oy o [78 e — i) 39

mit der Zustandssumme

20, TW)y = ZeXp [—B(”)(Em _ u(”)nm)} _ (3.10)

Dabei ist S*) = ﬁ.
dem von Ludwig Boltzmann eingefiihrten ,Prinzip des detaillierten Gleichgewichts® (eng.

FEine wesentliche Annahme ist, dass das System im Gleichgewicht
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wDetailed Balance®) [17] unterliegt, also dass die Wahrscheinlichkeit eines Systems vom Zu-
stand m’ in den Zustand m {iberzugehen, gleich der Wahrscheinlichkeit des Ubergangs von
m zu m’ ist,

Um,m’ (T)piz/ - Um’,m(T)pigv (311)

wobel Uy, (T) = (m|U(7)|m'). Mit dem ,Prinzip des detaillierten Gleichgewichts* lésst
sich unter anderem zeigen, dass thermodynamische Systeme im Gleichgewicht zeitumkeh-
rinvariant sind.

3.3 Energie-, Teilchen-, und Warmefliisse sowie Entropiepro-
duktion

Die Mastergleichung (3.3)) kann in Komponentenschreibweise dargestellt werden:

P =Y (W g Py — Wit mPm) (3.12)
=3 [wm,m, - (Z wmm> 5m7m/] P (3.13)
— i Wt D : (3.14)
mit m
Winm = (m|W|m'). (3.15)

Dabei sind wy, s die Ubergangsraten, die Wahrscheinlichkeit pro Zeit, um vom Zustand
m' in den Zustand m tiberzugehen. Fiir die Raten gilt wy, ,,, > 0. Der mittlere Strom vom
Zustand m/ zu m,

Jm,m/ = Wmm/Pm’ — Wm! mPm, (316)

entspricht der mittleren Anzahl an Ubergéingen von m’ zu m. Die Mastergleichung 1)
kann damit auch in der Form

P =3 I (3.17)

geschrieben werden. Gleichung sagt aus, dass die zeitliche Entwicklung der Wahi-
scheinlichkeit im Zustand m zu sein, der Summe der Nettostrome von m’ zu m entspricht.
Bei einer stationdren Zustandsverteilung dndern sich die Besetzungswahrscheinlichkeiten
nicht mehr. Nach GI. muss also gelten:

pf}i = Z(wm,m’pffi’ - wm’,mpfys) =0. (318)

m/
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Betrachtet werde nun ein System, welches an mehrere Reservoire v gekoppelt ist. Die Re-
servoire sollen jeweils die Temperaturen 7) und die chemischen Potentiale ;(*) haben. Die
Reservoire sind dadurch charakterisiert, dass sie sich immer im thermodynamischen Gleich-
gewicht befinden. Die Ubergangsratenmatrix W setze sich additiv aus den Ubergangsraten
der einzelnen Reservoire zusammen:

w=>) w. (3.19)
Die Gesamtenergie E und die Gesamtteilchenzahl N des Systems sind durch
E = ) empm, (3.20)

N =) nmpm (3.21)

gegeben. Bei einem Ubergang von m’ zu m ergibt sich die Differenzenergie €m,m/ und die
Teilchenzahldifferenz n,, ,,» nach:

D= e (3:22)

N/ = M — Ny 3.23)

€m,m

Die in das System iibertragene Wirme vom Reservoir v ergibt sich in Ubereinstimmung mit
dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik nach Abzug der geleisteten chemischen Arbeit von
der Differenzenergie bei einem durch die Kopplung an das Reservoir v ausgelésten Ubergang
von m’ nach m:

‘L(;,)m’ = €mm' — M(y)nm,m" (3.24)
Mit
JT(,:)m, = wf?:’)m,pm/ — wfﬁ,{mpm, (3.25)

kénnen der Energie-, Teilchen- und Warmestrom vom Reservoir v in das System durch

5w _ > 3" e I, (3.26)

N(V) = % Z nm,m’anV,)WZ/a (327)
~ 1 14 14

QW) =3 3 T (3.28)

ausgedriickt werden. Die Entropie des Systems ist durch die Shannon-Gibbs-Entropie [I§]
gegeben:
S =—kp me In py,. (3.29)
m
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Die sich aus Gl. (3.29) ergebende Entropieproduktion in einem stationdren Zustand lasst
sich mit Gl. (3.12)) in zwei Teile separieren [15]:

- d
S=—kp Z & (pm lnpm) (330)
= _kB Z pm lnpm) - kBi me (332)
dt

(v) (v)

W P w-,
=kp g V) D I 2 ke m, Y) Py I — (3.34)

mgu Wr(ny’)m m mgu Wr(ny,an’

Beide Teile in Gl. (3.35) lassen sich durch die Stréme in Gl. (3.25]) ausdriicken:
) (v)

W /pm v W /m
—ka S ) 1 me P k;Bf DDA e (3.35)
mm’ m’ ;mPm mm’ Wm m/

Die sich aus dem ,Prinzip des detaillierten Gleichgewichts* ergebende Relation (3.11)) wird
in Komponentenschreibweise zu

W(u) ) P = V) equ (3.36)

mmpm

Mit Gl. (3.36) und den Besetzungswahrscheinlichkeiten im Gleichgewicht geméf Gl. (3.9)
zeigt sich, dass der Logarithmus des Verhiltnisses der Ubergangsraten im zweiten Teil in
GI. 1} die iibertragene Wiarme vom Reservoir v in das System multipliziert mit ) ist:

(v) eq,V

wY, , )
In " — Iy p% = B9 e — 1) = B )m/ (3.37)
WrrIij’ pm

Mit GIL. zeigt sich, dass der zweite Teil in GI. dem Gesamtwérmestrom vom
Reservoir v in das System, geteilt durch die Temperatur T/, entspricht und sich somit wie in
der makroskopischen Beschreibung der Thermodynamik in Kapitel [2] als Entropieaustausch
mit der Umgebung interpretieren lasst. Der zweite Teil wird somit zu:

W(V)

1 (v) Q d S
ki Z DA W(” , Z 5= 4 (3.38)

Der erste Teil in Gl. (3.35)) nimmt damit die Rolle der totalen Entropieproduktion ein:

@)
1 (v) Wm,m’pm . (v) (v) dtotS
kg D S n § X = S (3.39)

m,m’ v m m/ v
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Dabei kann der Logarithmus des Verhéltnisses im ersten Teil von Gl. (3.35) somit als ther-
modynamische Kraft auf mikroskopischer Ebene interpretiert werden:

W(V) D!
X3 = ko In — 2 (3.40)
W mPm

Analog zur makroskopischen Beschreibung der irreversiblen Thermodynamik ldsst sich also
die Entropieproduktion auch auf einer mikroskopischen Ebene in einen inneren und einen
dufberen Teil separieren:

.1 W) ) OV :
S=5 D X+ oy = Shot = S (3.41)
m,m’ v v
Stot ~Su

3.4 Strome bei Kopplung an zwei Reservoire

In einem System, das an zwei Reservoire mit den Temperaturen T}, T3 und den chemi-
schen Potentialen p(M), 12 gekoppelt ist, ergeben sich im Allgemeinen ein Teilchenstrom
Jn und ein Energiestrom Jg, wenn die Temperaturen und chemischen Potentiale der bei-
den Reservoire ungleich sind. Aufgrund der Energie- und Teilchenzahlerhaltung gilt fiir die
Stréme im stationdren Zustand [15]:

Jy = NO = _§@ (3.42)
Jp = BW — W 4 ;O N0 Z _pe), (3.43)

Da die Entropieproduktion im System gleich Null ist,
S = Siot — Sy =0, (3.44)

ergibt sich die totale Entropieproduktion nach Gl. (3.43):

Siot = Su (3.45)
B Qv Q@
T T T® (3.46)
- Je=pWIy  —Jp+ @Iy (3.47)
N T1) T(2) '
B 1 1 p o u@
—JE <T(2)_T(1)> +JN (T(D_T(z) ZO (348)

—_— —_—
Xz X
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Mit der Identifikation der thermodynamischen Krifte in Gl. (3.48)),

1) (2)
R
Xy = T @ (3.49)
1 1
ergibt sich der Ausdruck
Stot:JEXE+JNXN >0 (3.51)

fiir die totale Entropieproduktion. Bei kleinen Stérungen aus einem Referenzzustand ergeben
sich die im System auftretenden Stréome nach

JN = LNNXN + LNpXE, (3.52)
Jg=LpnXN + LEpXE. (353)

Die Onsager-Koeffizienten ergeben sich durch Ableiten der Strome nach den thermodyna-
mischen Kréften:

0Jn

Lng = g3, (3.54)
Ly = g)‘]gv, (3.55)
Ly = g)‘gfv, (3.56)
L — g)‘f(’; (3.57)

Im Fall, dass der Referenzzustand der Gleichgewichtszustand ist, gilt die zuvor gezeigte
Onsagersche Reziprozitdtsbeziehung

Lyg = Lgn. (3.58)
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Kapitel 4

Berechnung der
Onsager-Koeffizienten in einem
Minimalmodell

Um Kreuzeffekte zwischen Stromen in stationiren Nichtgleichgewichtszustinden untersu-
chen zu kénnen, miissen Systeme betrachtet werden in denen mindestens zwei Quantititen,
z.B. Teilchenzahl und Energie, von einem Reservoir zu einem anderen transportiert wer-
den konnen. Im folgenden Kapitel sollen Teilchenstrom und Energiestrom in einem System
minimaler Grofe untersucht werden, ohne das sog. ,strong-coupling® vorliegt.

4.1 Minimalmodell

Das betrachtete System kann insgesamt drei verschiedene Zustédnde annehmen und ist dabei
an zwei Reservoire gekoppelt. Durch die geringe Anzahl an Zustdnden kénnen die statt-
finden Prozesse im Nichtgleichgewicht durch Betrachtung der Einzeliibergénge der Teilchen
nachvollzogen werden. Dies bietet einen Vorteil gegeniiber groften Systemen mit einer grofen
Anzahl an Zustinden, in denen Zusammenhénge zwischen den auftretenden Strémen nicht
ohne Weiteres auf mikroskopischer Ebene nachvollzogen werden kénnen. Das System wurde
dabei so konstruiert, dass der Energiestrom nicht direkt proportional zum Teilchenstrom ist,
also ohne das sog. ,strong-coupling” auftritt, wie sich im Folgenden zeigen wird.
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Abbildung 4.1: Illustration des Minimalmodells. Das linke Reservoir hat die Temperatur 7°(")
und das chemische Potential u). Das rechte Reservoir hat die Temperatur T2 und das
chemische Potential 11(?). In (a) ist das System im Zustand 0 gezeigt. Es kénnen nur Teilchen
aus den Reservoiren auf den Platz mit der Energie ¢ iibergehen. In (b) ist das System im
Zustand 1 gezeigt. Es ist bereits ein Teilchen im System vorhanden. Das Teilchen kann
entweder zuriick in die Reservoire {ibergehen oder ein neues Teilchen kann in das System
iibergehen. In (c) ist das System im Zustand 2 gezeigt. Es sind zwei Teilchen im System. Der
Platz ist jetzt zweifach besetzt. Die Gesamtenergie wird um die Wechselwirkungsenergie u
ergidnzt. Es kann in Teilchen in eines der beiden Reservoire {ibergehen.
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Das in Abb. illustrierte System beinhaltet einen von Teilchen besetzbaren Platz mit der
Energie €. Das System ist an zwei Reservoire mit den Temperaturen 70 und 7 und den
chemischen Potentialen p(*) und p(® gekoppelt und kann Teilchen und Energie mit ihnen
austauschen. Insgesamt kénnen drei unterschiedliche Zustédnde eingenommen werden:

e Zustand 0: Der Platz ist unbesetzt. Die Gesamtenergie € sowie die Teilchenzahl n ist
gleich null.

e Zustand 1: Der Platz ist mit einem Teilchen besetzt. Die Energie ist € und die Teil-
chenzahl n = 1.

e Zustand 2: Der Platz ist mit zwei Teilchen besetzt. Die Energie ist 2¢ + w und die
Teilchenzahl n = 2. Dabei ist u die Wechselwirkungsenergie der beiden Teilchen.

Im Gleichgewicht, d.h. fir Xz =0 und Xn =0, bzw. T = 7@ und pxM = 4@ sind die
Besetzungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Zusténde durch Gleichung gegeben.
Die Wahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit fiir einen Ubergang vom Zustand m’ zu m seien
durch die Glauber-Raten beschrieben [19]:

) @
= 4.1
v 14 exp [B(V)(em,m/ — M(”)nm,m’)] .

v) ,— @ ,
1 — tanh (6 (Emam’ = 17 Mo )>] . (4.2)

«

2

2

Die Zeitskala auf der die Ubergiéinge stattfinden wird durch a definiert. Im Folgenden wird
a = 1 gesetzt. Insbesondere gilt fiir die Glauber-Raten:

@ —1—w®) (4.3)

w = .
m,m/ m’,m

Thermodynamische Systeme tendieren prinzipiell dazu in den Zustand maximaler Entropie
iiberzugehen. Da eine geringere Energie des Systems gleichbedeutend mit der Erhéhung der
Entropie ist, sind die Glauber-Raten hoher, wenn die Energiedifferenz e, ,,» < 0 ist. Ist
die Wechselwirkungsenergie v negativ, sind Uberginge in den Zustand 2 wahrscheinlicher
als in den Zustand 1. Ist die Wechselwirkungsenergie u positiv, sind Ubergéinge in den
Zustand 1 wahrscheinlicher als in den Zustand 2. Fiir sehr grofse Energiedifferenzen €, ,,, >
0 konvergieren die Glauber-Raten gegen 0. Fiir stark negative Energiedifferenzen €, ,,» < 0
konvergieren die Glauber-Raten gegen 1, fiir sehr grofse Temperaturen gegen %
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4.2 Mastergleichungsansatz

Nach der Mastergleichung (3.18]) ergibt sich nun fiir das im vorherigen Abschnitt be-
schriebene System die folgende zu losende Matrixgleichung:

Do —w1g wo1 0 Po
1| = wi —(w21 +wo1) w2 p1 |- (4.4)
D2 0 w1  —W12 D2

Da bei jedem Ubergang ein Teilchen mit einem Reservoir ausgetauscht wird, ist nach GI. 1}
zu beachten, dass jede Rate aus zwei Teilraten besteht, die sich jeweils aus den Ubergingen
mit beiden einzelnen Reservoiren ergeben:
1 2 1 2
wo1 = w[(n) + w((n) =1- wgo) +1-— wgo) = 2 — wi, (4.5)

wiz =wld + 0l =1—wl) +1-w? =2 wy. (4.6)

Zur Vereinfachung werden folgende Variablen eingefiihrt:

w12

= —, 4.7
721 Wo1 ( )
w
"o = —=, (4.8)
w1
I':= 14 721 + Y21710- (4.9)

Dabei sind 72 und 719 die Verhiltnisse der Hin-und Riickraten der jeweiligen Uberginge und
I' hat die Bedeutung einer Normierungskonstante fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten im
stationdren Zustand. Die stationére Losung der Mastergleichung ist unter Zuhilfenahme
der zuvor eingefithrten Abkiirzungen bis durch

p(s)t _ 7211]10’ (4.10)
pi' =2, (4.11)

1
= (412)
(4.13)

gegeben. Mit den Teilstromen Jl(é) und Jz(i) aus Gl (3.25),

(1)
w 1
g = 10?721 <710 _ ((1) — 1)) , (4.14)
(1)
w 1
Jg(}) _ 121 T 1], (4.15)
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kénnen die Teilchenstrome N®) und die Energiestrome E(*) aus den Reservoiren v in das Sy-
stem durch Einsetzen der Besetzungswahrscheinlichkeiten p$ in Gl. (8.25) und Auswertung

der Gln. (3.26) und (3.27) durch

Iy =NO = _NO® = g 4 50 (4.16)
Jp=EW = —F® =g 4 (e +u)g, (4.17)

berechnet werden. Wenn die Strome als Funktion von Xy und Xg dargestellt werden, er-
geben sich die Onsager-Koeffizienten im Minimalmodell durch Ableiten der Stréme nach
den thermodynamischen Kréften gemif der Gln. (3.54) bis (3.57). Im Anhang B sind
Lng,LgN, LEg, Lyny und die Strome in ausgeschriebener Form als Funktion von Xy und
Xg dargestellt. Im Gleichgewicht, Xy = 0 und Xg = 0, gilt fiir die im Anhang B gezeigten
Nichtdiagonalkoeffizienten:

estu (5625"”‘ +efu+2efe ¢+ u)

2 (66 + 1) (2€€+u 4 e2(etu) 4 e2etu 4 p3e+2u 1) ’ (418)

Lyg=Lgn =

Die Symmetrie des Onsager-Koeffizienten ist somit fiir kleine Stérungen aus dem Gleichge-
wicht erfiillt. Die positiv Semidefinitheit der Diagonalkoeffizienten kann ebenfalls bestitigt
werden:

e (22 (e + €°) + (ef + 1) (e + u)?) - 110
2 (65 4 1) (265+u + e2(etu) 4 e2etu 4 g3e+2u 1) = ( ) )
eETu 62£—|-u +92Ff+1
( ) > 0. (4.20)
2 (65 + 1) (266+u + e2(e+u) 4 e2etu | 3et2u | 1)

Lgg =

Lyn =
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4.3 Berechnung der Onsager-Koeffizienten

Zunichst muss der Referenzpunkt fiir die thermodynamischen Krifte gewdhlt werden. Die
Energieskala wurde durch kgT(") = 1 definiert und 0.B.d.A. wird ) = 0 gesetzt. Bei festem
€ und u konnen die Stréome nach den Gln. bis , die Entropieproduktion nach
GI. und die Onsager-Koeffizienten nach den Gln. bis fiir verschiedene
Xy und Xg berechnet werden. In Abb. bis sind Isolinien der Entropieproduk-
tion und der Systementropie und die Stréme in Abhingigkeit von den thermodynamischen
Kriften Xp und Xy fiir zwei verschiedene Energieniveau € = 0 und € = —1 mit jeweils zwei
verschiedenen Wechselwirkungsenergien © = —1 und v = 1 gezeigt. Dabei sind die Nulllinien
des Teilchenstroms Jy in rot und die Nulllinien des Energiestroms Jg in blau eingezeichnet.
Die Linie, auf der die Nichtdiagonalelemente der Onsager-Matrix Gleichheit aufweisen, ist
als griine, gestrichelte Linie dargestellt.

Auf eine Betrachtung der Stréme, Onsager-Koeffizienten und der Entropieproduktion bei
einer Wechselwirkungsenergie v = 0 wird im Weiteren verzichtet. In diesem Fall reduziert
sich der Energiestrom in GI. auf:

Jp =e(J 8 + ) = edy. (4.21)

Dann liegt sog. ,strong-coupling® vor und der Energiestrom ist proportional zum Teilchen-
strom. Die sich daraus ergebenden Entropieproduktion,

. X
S = Jg (XE + N) >0, (4.22)
€
kann gleich null sein, obwohl keine der beiden Kréfte Null ist. Es ist also mdglich, dass insge-

samt keine Entropie produziert wird, wenn beide chemischen Potentiale und Temperaturen
ungleich sind [15].
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Abbildung 4.2: Isolinien der Entropieproduktion in Abhéngigkeit von Xy und Xg. Die ro-
te Linie zeigt jeweils die Nulllinie des Teilchenstroms Jy und die blaue die Nulllinie des
Energiestroms. In griin ist die Linie markiert, entlang derer die Nichtdiagonalelemente der
Onsager-Matrix Gleichheit aufweisen. In (a) sind die Isolinien fiir die Wechselwirkungsener-
gie v = —1 und das Energieniveau ¢ = 0, in (b) fiir v = 1 und € = 0, in (c) fiir u = —1
und € = —1 und in (d) fiir u = 1 und € = —1 gezeigt. Fiir alle Isolinien gilt die gleiche
Intervalleinteilung der Entropieproduktion, wie in (b) und (d) dargestellt ist.
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Abbildung 4.3: Teilchenstrome Jy (rot) und Energiestrome Jg (blau) in Abhéngigkeit von
X fiir verschiedene fest gewéhlte X . In (a) sind die Strome fiir die Wechselwirkungsenergie
u = —1 und das Energieniveau ¢ = 0, in (b) fiir u = 1 und € = 0, in (c) fiir u = —1 und
¢ =—1und in (d) fiir u =1 und € = —1 gezeigt.

In Abb. sind Isolinien der Entropieproduktion in Abh#ngigkeit der thermodynami-
schen Krifte Xp und Xy fiir verschiedene Energieniveaus € und Wechselwirkungsenergi-
en u gezeigt. In rot sind jeweils die Nulllinien des Teilchenstroms gezeigt und in blau die
des Energiestroms. Die Linie, entlang derer die Nichtdiagonalelemente der Onsager-Matrix
Gleichheit aufweisen, ist in griin markiert. In Abb. sind die Teilchen- und Energiestro-
me in Abhéngigkeit von der thermodynamischen Kraft Xp fiir verschiedene fest gewihlte
Xn und u, € gezeigt.
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Um die Verldufe der in Abb. gezeigten Linien nachzuvollziehen, konnen die einzelnen
Systemiiberginge betrachtet werden. Mit Hilfe der Illustrationen des Modells in Abb. —
konnen die Energieunterschiede zwischen den Zustdnden fiir die verschiedenen Wech-
selwirkungsenergien und Energieniveaus qualitativ bestimmt werden. Mit dem chemischen
Potential und der Temperatur des Reservoirs (2) ist es moglich die Ubergangsraten mitein-
ander zu vergleichen und die Richtungen der Stréme in den verschiedenen Bereichen der
thermodynamischen Kréfte Xy g < 0 und Xy g > 0 zu bestimmen.

Insgesamt l4sst sich festhalten, dass alle Stréme im Gleichgewicht, also Xy = 0und Xg = 0,
Null sein miissen. Die Kreuzkoeffizienten der Onsager-Matrix miissen ebenfalls im Gleichge-
wicht Gleichheit aufweisen, wie in Kapitel {4] gezeigt wurde. Damit verlaufen alle Nulllinien
und die Gleichheitslinie der Kreuzkoeffizienten der Onsager-Matrix durch den Ursprung der

Graphen in Abb. (4.2).

Im beispielhaften Fall einer attraktiven Wechselwirkungsenergie u = —1 und einem Energie-
niveau ¢ = 0, gezeigt in Abb. (4.24)), stellt sich nach Abb. ein positiver Teilchenstrom
oberhalb und ein negativer Teilchenstrom unterhalb der roten Nulllinie ein. Der Energie-
strom ist oberhalb der blauen Nulllinie negativ und unterhalb positiv. Wenn p() = (2
und T > T ergeben sich nach Gl grofere Ubergangsraten fiir Ubergiinge, die an
die grofere Temperatur T gekoppelt sind. Damit ist die Wahrscheinlichkeit grofer, ein
Teilchen in das Reservoir (1) bei Ubergingen 2 — 1 zu iibertragen, als in das Reservoir
(2). Bei Ubergiéingen 1 — 2 ist ein Ubergang eines Teilchens vom Reservoir (2) ins System
wahrscheinlicher als vom Reservoir (1). Es stellt sich ein Teilchenstrom von Reservoir (2)
zum Reservoir (1) ein, also ein Teilchenstrom vom kélteren zum wirmeren Reservoir. Da
die Wechselwirkungsenergie negativ ist, wird bei Ubergingen aus den Reservoiren Energie
in die Reservoire iibertragen. Bei Ubergingen in die Reservoire wird Energie in das System
iibertragen. Ist der Teilchenstrom negativ, wird der Energiestrom also positiv. Wird das
chemische Potential 12 erhdht und damit X verringert, erhéhen sich alle Ubergangsraten
aus dem Reservoir (2) in das System. Somit wird der Strom in Richtung des Reservoirs
(1) und der Energiestroms in Richtung des Reservoirs (2) grofser. Dies fithrt dazu, dass der
Teilchenstrom fiir X > 0 und X < 0 in Abb. negativ und der Energiestrom positiv
ist. Fiir 7W = 7@ und p > 1@ sind alle Ubergangsraten in das Reservoir (2) grofer als
in das Reservoir (1). Damit stellt sich ein positiver Teilchenstrom in Richtung des Reservoirs
(2) ein und ein Energiestrom in Richtung des Reservoirs (1). Wird T3 erhéht, steigen die
Ubergangsraten vom System in das Reservoir (2) weiter an. Fiir Xp < 0 und Xy > 0 in
Abb. ist der Teilchenstrom demnach positiv und der Energiestrom negativ. Die Null-
linien der Stréme miissen also im Bereich Xg > 0, Xy > 0 und Xg < 0, X < 0 verlaufen,
wie durch Abb. bestétigt wird.
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Insgesamt zeigt sich fiir alle Fille, dass die Entropieproduktion ein globales Minimum im
Gleichgewicht hat. Zu beachten ist, dass fiir stark positive, bzw. negative thermodynamische
Kréfte Xy und Xg die Strome sich einem Grenzwert ndhern. Schon im kleinen betrachteten
Bereich der thermodynamischen Kraft Xg in Abb. (4.3a)-(4.3d)) ist sichtbar, dass die Stréme
gegen einen Grenzwert konvergieren. Die Ubergangsraten haben dann ihren maximalen, bzw.
minimalen Wert erreicht, und &ndern sich nicht mehr bei Erhéhung des Nichtgleichgewichts.
Bei geniigend grofsem Nichtgleichgewicht konvergieren die Onsager-Koeffizienten demnach
gegen Null und weisen Gleichheit auf. Es zeigt sich, dass keine auffilligen Zusammenhénge
zwischen der Entropieproduktion und der Gleichheitslinie der Onsager-Koeflizienten vorlie-
gen.
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Kapitel 5

Monte-Carlo-Simulation des
Minimalmodells

Fiir kleine Systeme mit einer geringen Anzahl an moglichen Zusténden, wie das in Kapitel
vorgestellte Minimalmodell, lassen sich die Stréme analytisch berechnen. Um die Stro-
me in groken System oder Vielteilchenmodellen zu berechnen, kénnen computerbasierte,
numerische Simulationen, wie Monte-Carlo-Simulationen, verwendet werden [20]. Um eine
alternative Berechnungsmethode der Stréme vorzustellen und die analytisch berechneten
Strome zu bestitigen, wird im folgenden Kapitel das Vorgehen bei einer solchen Monte-
Carlo-Simulation, basierend auf dem ,First-Reaction-Time“-Algorithmus [21], fiir das vor-
gestellte Minimalmodell beschrieben. Die in der Simulation bestimmten Strome werden mit
den zuvor analytisch berechneten verglichen.

5.1 First-Reaction-Time-Algorithmus

Beim ,First-Reaction-Time“ Algorithmus wird jeder einzelne Ubergang explizit simuliert und
damit eine Trajektorie im Zustandsraum erzeugt. Nach dem Ergodentheorem entsprechen
die zeitlich gemittelten Strome den Ensemblemittelwerten des Mastergleichungsformalismus.

Um zu entscheiden, welcher Ubergang getitigt wird, wird jedem Ubergang mit der Rate
)

.y €10€ exponentialverteilte Zufallszeit zugeordnet: Die Wahrscheinlichkeit p,,/—,, dass

w,

in einem kleinen, endlichen Zeitintervall At ein Ubergang mit der Rate wy, ,, stattfindet, ist
P/ —m (AL) = Wy, At. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ubergang genau im Zeitintervall
[t,t + At] mit t = nAt,n € N, stattfindet ergibt sich damit nach:

Pt —m (Lt + At) = (1 — wm7m/At)nwm7m/At. (5.1)

Wenn ein Grenziibergang zu infinitesimalen Zeitintervallen getiitigt wird, ergibt sich aus
Gl. (5.1) die exponentialverteilte Wahrscheinlichkeit:

Pt —m (t) = wmm/e*wmvm/tdt. (5.2)
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Mit der Inversionsmethode kann die exponentialverteilte Zufallszeit ¢(u) aus einer gleichver-
teilten Zufallsvariablen u € [0, 1] nach

1

by (1) = — In(1 — u) (5.3)

Wy m!

errechnet werden. Jedem Ubergang mit der Rate wfs)m, werden also nach GI. 1} Zufallszei-
™)
ten tm’m,

)
Uberginge aktualisiert und neue Zufallszeiten berechnet. Die Teilchen- bzw. die Energiestro-
me berechnen sich dabei aus den Teilchenzahl- und Energieinderungen bei jedem einzelnen
Ubergang, wie im folgenden Abschnitt beschrieben wird.

zugeordnet. Der Ubergang mit der geringsten Zeit wird durchgefiihrt und die Zeit

, auf die Gesamtzeit Ty, hinzuaddiert. Nach jedem Ubergang werden alle méglichen

5.2 Implementation des Algorithmus

Das verwendete Programm, gezeigt in Anhang A, beginnt damit, dass der aktuelle Zustand
state mit dem anfanglichen Wert 0 initialisiert wird. In der Methode newT wird fiir jeden
moglichen Ubergang die Ubergangsrate und die Ubergangszeit nach GI. berechnet. Der
Ubergang mit der kleinsten Ubergangszeit wird durchgefiihrt, d.h. die Variable state wird
auf den Wert der Zielkonfiguration gedndert. Dieser Vorgang wird zunéchst so oft wiederholt,
bis sich ein stationirer Zustand eingestellt hat. Ist diese Voraussetzung gegeben, wird eine
Gesamtzeit Ty, initialisiert und ausgehend vom vorherigen Zustand die Simulationsschleife
fortgefithrt. Bei jedem Ubergang wird der Energie- und Teilchenaustausch mit den Reser-
voiren gezdhlt und gespeichert. Hat die Gesamtzeit Ty, der Simulation einen vorgegebenen
Wert iiberschritten, wird die Simulation gestoppt. Aus den Zahlern fiir Energie und Teilchen
kénnen mit der Zeit Ty, die Strome berechnet werden.
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5.3 Simulationsergebnisse im Vergleich mit den analytischen

Resultaten
031 s —— Jy, analytisch
. —— Jg, analytisch
0.2 § ] o Simulation
_ - - Xy =-2
o 0.11 : - - . Xy =2
:<§ o = ) XN - 0
5 = = i
0.0_ = 5 XN == 2
—0.1 1 . = - = 5 Xy =0
=! = I ] - o XN — _2
~1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

XEg

Abbildung 5.1: Vergleich der analytisch berechneten Strome (durchgezogene Linien) und der
in der Simulation berechneten Strome (schwarze Quadrate). Der Teilchenstrom Jy ist in rot
und der Energiestrom Jg in blau in Abhéngigkeit von Xg fiir verschiedene fest gewihlte
Xy und u = —1, € = 0 dargestellt.

Im Diagramm in Abb. ist der analytisch berechnete Teilchenstrom (rot) und der ana-
lytische berechnete Energiestrom (blau) in Abhéngigkeit von der thermodynamischen Kraft
Xg fiir verschiedene fest gewdhlte Xy und v = —1, ¢ = 0 dargestellt. Die sich aus der
Simulation ergebenden Werte der Stréme sind als schwarze Quadrate gekennzeichnet. Die
Ergebnisse der aus der Simulation berechneten Strome stimmen mit hoher Genauigkeit mit
den analytisch berechneten {iberein.
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Kapitel 6

Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde sowohl eine Einfithrung in die makroskopische Beschreibung, als auch
in die mikroskopische Beschreibung der Nichtgleichgewichtsthermodynamik gegeben. In bei-
den Fiéllen stellten sich die Stréme und die Entropieproduktion als die zentralen Grofken
heraus. Nahe des Gleichgewichts zeigte sich, dass die Strome in einem linearen Zusammen-
hang zu den thermodynamischen Kréaften stehen. In einer Beweisskizze wurde gezeigt, dass
die Matrix der korrespondierenden Onsager-Koeffizienten symmetrisch und positiv semi-
definit ist. Mit der Mastergleichung konnten die Strome, Entropieproduktion und Onsager-
Koeffizienten im Minimalmodell analytisch berechnet werden. Aufgrund der geringen Grofe
des Modells lieken sich die Richtungen der Strome bei Betrachtung einzelner Uberginge
verstehen und begriinden. Um die analytisch berechneten Strome zu bestitigen und eine
alternative Berechnungsmethode vorzustellen, wurde eine Monte-Carlo-Simulation im Mini-
malmodell durchgefiihrt. Es zeigte sich, dass die berechneten Stréme durch beide Methoden
die gleichen Ergebnisse lieferten. Insgesamt konnten keine besonderen Zusammenhinge zwi-
schen Entropieproduktion und den Zustéinden der Symmetrie der Onsager-Matrix nahe des
Gleichgewichts gefunden werden. Uber diese Arbeit hinaus kénnten weitere thermische Ei-
genschaften des Minimalmodells untersucht werden. Hierfiir konnte das System als mikrosko-
pische Carnot-Maschine betrachtet werden. Durch die Variation der chemischen Potentiale
der Reservoire kénnte das System unterschiedliche Funktionen erfiillen, beispielsweise die
einer Wérme- oder Teilchenpumpe. Offen bleibt, welche Effekte in Hopping-Modellen mit
einer grokeren Zustands- oder Platzanzahl auftreten. Denkbare zu untersuchende Effekte
wiren beispielsweise Phaseniibergéinge [22].
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Im Folgenden ist der Programm-Code der Monte-Carlo-Simulation aus Kapitel ] aufgelistet.
Der Code wurde in der Programmiersprache Python 3 geschrieben. Da das betrachtete Mi-
nimalmodell nur aus drei Zustdnden besteht, wurde in der Simulation nicht besonders auf

die Effizienz des Algorithmus geachtet.

import numpy as np

import math as m

import random as random
from numba import njit, jit

HE#HHHHRR R HH# 44 METHODS #########H##HAARAARAREH

# Funktion zur Berechnung der Energie eines Zustands i:
@njit
def H(i):

tmp = np.array( [0.0, eps, 2%eps+ul )

return tmp[int (i)]

# Funktion zur Berechnung des Uebergangs mit der geringsten Uebergangszeit:
@njit
def newT(state):

# Initialisiere Tupel fuer den Zielzustand.

# Der erste Eintrag kennzeichnet den Zielzustand.

# Der zweite Eintrag kennzeichnet das beteiligte Reservoir.
tran_target = (-1,-1)

# Initialisiere Uebergangszeit. Der anfaengliche Wert wird auf
# ’Unendlich’ gesetzt.

tran_time = 10%x15

# Iteriere durch alle Zieluebergaenge:
for j in range(0,3,1):
# Uebergang nicht erlaubt, wenn Ziel- und Startzustand gleich sind
# und wenn mehr als ein Teilchen ausgetauscht wird.
if j != state and abs(state-j) < 2:
# Berechne Rate bei Kopplung an T1:
wl = 1/(np.exp(1/T1*((H(j) - H(state)) - mul*(j - state)))+1.0)
# Berechne Rate bei Kopplung an T2:
w2 = 1/(np.exp(1/T2*((H(j) - H(state)) - mu2*(j - state)))+1.0)
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# Berechne Uebergangszeit bei Kopplung an Reservoir 1:
tl = -1/wl * np.log(l - random.random())

# Berechne Uebergangszeit bei Kopplung an Reservoir 2:
t2 = -1/w2 * np.log(l - random.random())
# Akzeptiere Uebergang mit geringster Uebergangszeit:
if t1 < tran_time:
tran_time = t1
tran_target = (j, 1)
if t2 < tran_time:
tran_time = t2
tran_target = (j, 2)
return tran_target, tran_time
@njit

# Realisierung
def realization(T1,T2,mul ,mu2,u,eps,stepDur,simDur):

# Initialisiere aktuellen Zustand:

state = 0
# Initialisiere Gesamtzeit:
Tges = 0.0

# Lege Zeit fest, nachdem das System im stationaeren Zustand ist:

stable = 100.0

# Gewaehrleiste stationaeren Zustand:
while Tges < stable:
# Berechne Uebergang mit geringster Uebergangszeit:
tran_target, tran_time = newT(state)
# Fuehre Uebergang durch:
state = tran_target [0]
# Addiere Uebergangszeit auf Gesamtzeit:
Tges += tran_time

# Initialisiere Liste mit Besetzungswahrscheinlichkeiten der gesamten

# Simulation:
ConfigProb = np.array([0.0 for v in range(0,3,1)])

# Initialisiere Zaehler fuer Teilchenstrom und Energiestrom:
N1 =0

N2 =
E1l =
E2 =

o O O
o O

# Setze Gesamtzeit auf Null zurueck:
Tges = 0.0



37

87 # Beginne mit der Simulation:
8 while Tges < simDur:

# Initialisiere Liste mit Besetzungswahrscheinlichkeiten
# pro Zeitstep. In der Liste werden die Verweilzeiten
# in den jeweiligen Zustaenden gespeichert.
93 # Durch Teilen durch die Gesamtzeit der Simulation
# nach der Simulatin ergeben sich die
# Besetzungswahrscheinlichkeiten.
ConfigProbStep = np.array([0.0 for v in range(0,3,1)]1)

97

98 # Initialisiere Zaehler fuer Teilchenstrom und Energiestrom
99 # pro Zeitstep:

100 Nistep = 0

101 N2step = 0

102 Elstep = 0.0

103 E2step = 0.0

104

105 # Initialisiere Zeit des Zeitsteps:

106 Tstep = 0.0

107

108 # Simulationsschleife fuer einen Timestep:

109 while Tstep < stepDur:

110 # Berechne Uebergang mit geringster Uebergangszeit:
111 tran_target, tran_time = newT(state)

112 # Addiere Uebergangszeit auf Gesamtzeit:

113 Tges += tran_time

114 # Addiere Uebergangszeit auf Stepzeit:

115 Tstep += tran_time

116 # Addiere die Verweilzeit/Uebergangszeit im
117 # Zustand zum jeweiligen Zustand:

118 ConfigProbStep[state] += tran_time

119

120 # Ist der Uebergang an Reservoir 1 gekoppelt,
121 # aktualisiere Nlstep und Elstep:

122 if tran_target[1] == 1:

123 Nistep += ( tran_target[0] - state )

124 Elstep += ( H(tran_target[0]) - H(state))
125 # Ist der Uebergang an Reservoir 2 gekoppelt,
126 # aktualisiere N2step und E2step:

127 elif tran_target[1] == 2:

128 N2step += ( tran_target[0] - state )

129 E2step += ( H(tran_target [0]) - H(state))
130 # Aendere aktuellen Zustand zum Zielzustand:
131 state = tran_target [0]

132

133 # Addiere Gesamtzahl der Teilchen und Werte der Energie
134 # pro Zeitstep auf Gesamtzaehler:

135 N1 += Nistep

136 N2 += N2step

137 E1 += Elstep

138 E2 += E2step
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# Addiere Verweildauern in Zustaenden des Zeitsteps
# auf Gesamtverweildauern:
for v in range(0,3,1):

ConfigProb[v] += ConfigProbStepl[v]

# Berechne Besetzungwahrscheinlichkeiten aus
# Gesamtverweildauern und Gesamtzeit:
Pges = np.array([ConfigProb[v]/Tges for v in range(0,3,1)1)

# Gebe Gesamtstroeme und Besetzungswahrscheinlichkeiten nach
# jedem Zeitstep in der Konsole aus:
print (’\n?)

print (> JN1 = °>,N1/Tges)
print (?JN2 = ’,N2/Tges,’\n’)
print (’JE1 = °,E1/Tges)
print (*JE2 = ’,E2/Tges,’\n’)
print (’Pges = ’,Pges,’\n’)
print (? ______________ ”)

return None

#A#HHAA S H SRS H##E MAIN METHOD ############4##H##RE#AHES

if

__name__ == ’__main__"’:

# Gewuennschte Laenger der Mittellungsdauer.
# Ausgabe der Stroeme pro Step:

stepDur = 10%*6

# Gewuenschte Laenge der Simulationsdauer:

simDur = 10%%12

# Temperatur des ersten Reservoirs:

TL1 = 1.0

# Chemisches Potential des ersten Reservoirs:
mul = 0.0

# Austauschenergie:

u=1.0

# Energieniveau:

eps = -1.0

# Gewaenschte thermodynamischen Kraefte:
XN = 0.0

XE = 0.0

# Berechnung der Temperatur und des chemischen Potentials
# des zweiten Reservoirs aus den Kraeften:

T2 = 1.0/(XE+1.0/T1)

mu2 = (mul/T1-XN)/(XE+1.0/T1)

# Beginn der Simulation mit den gewuenschten Parametern:
realization(T1,T2,mul ,mu2,u,eps,stepDur,simDur)

# Ende der Simulation
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In den Gln. (1) und (2)) sind der Teilchen- und Energiestrom fiir das in Kapitel ] vorgestellte
Minimalmodell in vollstdndiger Form als Funktion von Xy und Xpg dargestellt. In den
Gln. und sind die Onsager-Koeffizienten Lyg, bzw. Lgy, im Minimalmodell in
vollstéindiger Form als Funktion von Xy und Xpg dargestellt. Die Ausdriicke wurden mit
dem Programm ,Mathematica“ berechnet.

Iy = 2ee+u <66XE+uXE+XN o ea(XE+2)+uXE+u+XN + 626XE+€+UXE+2XN+
eQE(XE+1)+uXE+U+2XN o eE _ 1> X

<468XE+8+UXE+U+XN +365(XE+2)+U+XN 4 368(XE+2)+UXE+U+XN+

4€€(XE+2)+U(XE+2)+XN + 265(XE+3)+u+XN +465(XE+3)+u(XE+2)+XN+

262€XE+36+UXE+’LL+2XN + 3626(XE+1)+'LLXE+U+2XN _|_ 4626(XE+2)+U(XE+2)+2XN +

-1
465(2XE+3)+U(XE+2)+2XN +4€5+u +3625+u +26€XE+€+XN +2€E +4> (1)

Jp = U (25 <65XE+uXE+XN o 6E(XEJr2)+uXEJru+XN + 625XE+€+uXE+2XN+
€2E(XE+1)+’U,XE+U+2XN o eE o 1) vy (GEXE+5+XN + e& 4 2) (eaXE-i-uXE-i-XN _ 1) ) .

<466XE+8+UXE+U+XN +366(XE+2)+U+XN + Sea(XE+2)+uXE+u+XN+

465(XE+2)+U(XE+2)+XN + 265(XE+3)+u+XN + 4€€(XE+3)+u(XE+2)+XN+

262€XE+3E+UXE+U+2XN 4 3€2E(XE+1)+’LLXE+U+2XN 4 4626(XE+2)+U(XE+2)+2XN 4

—1
465(2XE+3)+U(XE+2)+2XN +465+u +3625+u +26EXE+E+XN +2€€ +4) (2)
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Lyg = <2eXN (26“+5(XE+2)5 + 2ette(XE+3) o | go2ute(Xp+3)o | 5o2ute(Xptd) oy
9e2ute(Xp+58) o 4 43X petdet3ut2uXp+2Xn o | 63X petbet3ut2uXp+2Xn
262X put3ut3e(Xp+2)+2Xn o | go3e(Xp+2)+2u(Xp+2)+2XN o | 4 2u(Xp+2)+e(3Xp+5)+2XN o |
462u(XE+2)+5(3XE+7)+2XN6 + eBs(XE+1)+2(XEu+u+XN)€ + 65(3XE+4)+2(XEu+u+XN)€+
4eETVEBHD) (o 4 y) 4 8eEFVXEFD) (o gy 4 4eEHWXEHS) (¢ g yy) 4 2eXButute(Xe+D) (o 4y 4
Geu(XE+2)+5(XE+3)(€+u) + eu(XE+2)+a(XE+4)(€+u) +4eu(XE+3)+£(XE+4)(6 +u)+
eu(XE+3)+E(XE+5)<€+u)+2€XEu+u+3€(XE+1)+2XN(E+u)+2e3E(XE+2)+u(XE+3)+2XN (e +u)+
5eu(XE+2)+€(3XE+4)+2XN (a—i-u) _|_Qeu(XE+2)+€(3XE+5)+2XN(€+u)+
3o Xp+3)+e(3Xp+5)+2X (e +u) + 92X petdetutuXp+Xy (2¢ + u)+
10625(XE+2)+u(XE+2)+XN(26 +u) + 8625(XE+2)+U(XE+3)+XN(2€ Fu)+
2 (Xp+2)+e(2Xp+5)+XN (90 4 yy) 4 226X H3)Fu(Xp+3)+XN (42 4 )+

eXputut2e(Xpt)+XN (g 4 6y) 4 2N pH2)Te@XE+3)+XN (112 4 79)4
(X t3)+eXpt5)+ XN (99 4 8u)> ) .

<4+ 2¢f +4€6+u + 362€+u +2€XE5+5+XN +4€XEs+e+u+uXE+XN

4 3eu+E(XE+2)+XN 4 SeXEu+u+E(XE+2)+XN 4 4€E(XE+2)+U(XE+2)+XN

+ 26u+E(XE+3)+XN + 4€U(XE+2)+8(XE+3)+XN + 262XE6+3E+U+UXE+2XN

-2
+ 36XEU+U+25(XE+1)+2XN + 4625(XE+2)+U(XE+2)+2XN + 4€U(XE+2)+5(2XE+3)+2XN> (3)
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Lpn = <2€XN <2€’U«+5(XE+2)5 + 2eute(XE+3) o 4 8e3e(Xp+2)+2(u(Xp+2)+XN) o |

4eEBXET)F2(u(XE+2)+XN) o 4 4eeBXE+T)H2(u(Xp+2)+XN) o4
263E(XE+2)+U(2XE+3)+2XN (E _ u) + €3€(XE+1)+2(XEu+u+XN)(€ B u)+
eXputute(Xp+3),,  c(BXp+5)+2(XpututXy),, + 46(s+u)(XE+1)(6 + u)+
8€(a+u)(XE+2)(E +u) + feletW)(XE+3) (e + u) + 935 (Xp+2)+u(Xp+3)+2X N (e +u)+
2 (XE+2)+e(3XE+5)+2X N (e + u) + €2u-i-5(XE-&-5)(2<€ +u) + 262XE5+3E+U+UXE+XN(2€ + u)—l—
feXButut2e(Xp+1)+XN (26 + u) + 102X e+2)+u(Xp+2)+ XN (26 + u)+
Re2(Xe+2)+u(Xp+3)+XN (92 4 4y) 4 426X pH+3)Fu(Xpt+3)+XN (90 4 )+
2€XEU+U+8(XE+2)(€ + 2U) +€u(XE+3)+8(XE+5)(€+ 2U) 4 eu(XE+3)+E(3XE+5)+2XN(3€+ 2U)+
e2u+E(XE+4)(58 + 2'LL) + eu(XE+2)+€(XE+4)(€ + 3u> + eu(XE+2)+E(3XE+4)+2XN (56 + 3u)+
2€u(XE+2)+€(XE+3)(3€+5u)+2€u(XE+2)+€(2XE+3)+XN(11€+5u)+€u(XE+3)+€(XE+4) (4E+6’U,)+

€3XE8+45+3u+2uXE+2XN (48 _ 2u) 4 €3XEE+5E+3U+2uXE+2XN (66 _ 4U)) > .

<4+ 268 +4€6+u + 362€+u +2€XE5+5+XN +46XE6+€+’LL+UXE+XN

+ 3eu+E(XE+2)+XN + 3€XEU+’LL+E(XE+2)+XN + 466(XE+2)+U(XE+2)+XN

+ 26u+E(XE+3)+XN + 4611,(XE+2)+E(XE+3)+XN + 2€2XEE+3€+’U,+UXE+2XN

-2
| 3eXputut2e(Xp+)+2Xy | 4 26(Xp+2)+u(Xp+2)+2XN | 4 eu(XE+2)+E(2XE+3)+2XN> (4)
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LNN — <2€XN <462€XE+36+UXE+U+XN+8e26(XE+1)+uXE+u+XN+2O€2€(XE+2)+U(XE+2)+XN

+ 162X et +u(Xp+3)+Xn | g 2e(Xp+3)+u(Xp+3)+ XN | 99,e(2Xp+3)+u(Xp+2)+XN
+ 4eE2Xp+5)+u(Xp+2)+ XN + 99e5(2XE+5)+u(Xp+3)+ Xy + 43X Bt 2uX p+3ut2Xy
| B Xpthet2uXpt3ut2Xn |y 9 3e(Xpt)tuXptut2Xy | oo 3:(Xp+2)+2uXp+3ut2Xy
+ Qe3e(Xp+2)+2u(Xp+2)+2Xy + 263 (Xp+2)+u(Xp+3)+2XN | 53X E+4)tu(Xp+2)+2X N
1 2eEBXpHB)+u(Xp+2)+2XN 4 4 e(BXp+5)+2u(Xp+2)+2XN | 3,6(3Xp+5)+u(Xp+3)+2Xy
1 4efBXp+T)F2u(Xp+2)+2Xn | 3e(Xp+D)+2uXptutXn) 4 e(3Xp+4)+2(uXptutXy)
+ qeXptl)(etu) 4 go(Xp+2)(etu) 4 fo(Xp+3)(etu) 4 9e(Xp+2)+u + 2ef(Xp+2)+uXptu

+ 2€€(XE+3)+U + 368(XE+3)+21L + 666(XE+3)+U(XE+2) + 5€€(XE+4)+2’U + ee(XE+4)+u(XE+2)

+ 468(XE+4)+U(XE+3) + 2eE(XE+5)+2u + eE(XE+5)+u(XE+3))) .

<4—|—26€ +4ee+u +3€25+u +2eXEe+a+XN +46XEa+e+u+uXE+XN

+ 3eu+€(XE+2)+XN + 36XEU+U+E(XE+2)+XN + 4€E(XE+2)+U(XE+2)+XN

+ 26u+E(XE+3)+XN + 4eu(XE+2)+€(XE+3)+XN + 262XE€+3E+U+UXE+2XN

+ 3eXputut2e(Xpt)+2XN | 42 (Xp+D)+u(Xpt+2)+2XN | 4e“(XE+2)+s(2XE+3)+2XN> ) (5)
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+ 453X E+5)+2(u(Xp+2)+XN) 2 + 4efBXE+T)H2(w(Xp+2)+XN) 22
+ 2e35(Xp+2)+u(2X p+3)+2X y (e —u)e + 63€(XE+1)+2(XEu+u+XN)(€ —u)e
+ 2€3XEs+4e+3u+2uXE+2XN(28 7 u)s 7 66(3XE+5)+2(XEu+u+XN)u€ + 62u+e(XE+5) (26 + u)s
4 e2ute(XE+3) (3¢ 4 yy)e 4 e2uteXEH) (52 4 2y)e 4 SEXBTDF2AXpuuXN) (o _ 9y
+ 23X petBetBut2uXpt2XN (3 _ 9y)e 4 4e(a+u)(XE+1)(6 +u)?+ Qeletuw) (XE+2) (e + u)?
4= XEH3) (o4 )2 | 93 (XutDHu(XE+3)42XN (2 4 )2 4 9ou(XEH+D)+eBXp+5)+2XN (o | )2
4 eXEu+u+s(XE+3)u(€ + u) + 2e2XpetBetutuXptXy (252 + 2ue + u2)
+ 10e22(XE+2)+u(Xp+2)+X N (262 4 2ue + uz) + 2eu(XE+2)+e(2Xp+5)+ XN (262 4 2ue + u2)
4 eXputut3e(Xp+1)+2Xy (252 + 3ue + u2) 4 2626(Xp+3)tu(Xp+3)+ Xy (452 + 3ue + u2)
4 9eXputute(Xp+2) (52 4 3ue + 2u2) + (X +3)+e(Xp+5) (52 + 3ue + 2u2)
+ U XETTEBXETT2XN (362 4 Bye + 2u?) 4 2 XEuTut2eXe DTN (422 4 Bue + 2u?)
4 eUXp+2)+e(Xp+) (52 + due + 3u2) + 2eu(Xp+3)+e(Xp+4) (252 + Bue + 3u2)

+ XA FBXpHOF2XN (522 4 Que  3u?) 4 22X EHHuXpH)+XN (822 4 8ue + 3u?)

+ 264X+ 2)+e(Xpt3) (322 | Bue 4 5u?) 4 264X FDTCXpH3+XN (1122 4 120e + 5u?)

+ eu(XE+3)+E(2XE+5)+XN (2252 + 20ue + 8’LL2) >>

<4+ 265 +4ea+u + 3625+u + 2€XEE+E+XN +46XEE+€+’LL+’U,XE+XN

+ 3€u+e(XE+2)+XN + 3€XEu+u+e(XE+2)+XN + 4€€(XE+2)+U(XE+2)+XN

ute(Xp+3)+Xn w(Xg+2)+e(Xg+3)+Xn 2Xpe+3etutuXp+2X N
+ 2e + 4e + 2e

—2
+ 3€XEU+U+2€(XE+1)+2XN 4 462€(XE+2)+U(XE+2)+2XN + 46u(XE+2)+€(2XE+3)+2XN> (6)
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[4.2  Tsolinien der Entropieproduktion in Abhangigkeit von Xy und Xg fiir ver-
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[4.3  Teilchenstrom und Energiestrom in Abhangigkeit von Xg fiir verschiedene
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[>.1 Analytisch berechnete Strome im Vergleich mit den aus der Monte-Carlo 5i-




Erklarung

ylch versichere, dass ich die eingereichte Bachelor-Arbeit selbststéindig und ohne unerlaubte
Hilfe verfasst habe. Anderer als der von mir angegebenen Hilfsmittel und Schriften habe ich
mich nicht bedient. Alle wortlich oder sinngeméf den Schriften anderer Autoren entnomme-
nen Stellen habe ich kenntlich gemacht.”

Ort, Datum Unterschrift



	Einleitung
	Makroskopische Beschreibung der irreversiblen Thermodynamik
	Entropieproduktion
	Stationäre Zustände

	Stochastische Thermodynamik und mikroskopische Beschreibung
	Mastergleichung
	Forderung der Konsistenz mit Gleichgewichtsstatistik
	Energie-, Teilchen-, und Wärmeflüsse sowie Entropieproduktion
	Ströme bei Kopplung an zwei Reservoire

	Berechnung der Onsager-Koeffizienten in einem Minimalmodell
	Minimalmodell
	Mastergleichungsansatz
	Berechnung der Onsager-Koeffizienten

	Monte-Carlo-Simulation des Minimalmodells
	First-Reaction-Time-Algorithmus
	Implementation des Algorithmus
	Simulationsergebnisse im Vergleich mit den analytischen Resultaten

	Fazit und Ausblick
	Anhang A
	Anhang B

