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1 Einleitung

In der statischen Physik werden Methoden der Wahrscheinlichkeit verwendet, um physi-
kalische Systeme zu beschreiben. Dabei werden Aussagen iiber ein grofies zusammenge-
setztes System gemacht, ohne das Verhalten der einzelnen Teilchen des Systems genau zu
betrachten.

Ein solches Modell aus der statistischen theoretischen Physik ist das Modell von Physiker
Ernst Ising. Er vercffentlichte 1924 ein Gittermodell zur Beschreibung des Ferromagnetis-
mus in Festkorpern [5]. Der urspriingliche Grund des Ising-Modells war die Beschreibung
der ,spontanen Magnetisierung®. Mittlerweile gehort das Ising-Modell zu den meist un-
tersuchten Modellen der statistischen Physik, siehe [6] und [7]. In dem Gittermodell wird
angenommen, dass die Atome oder Ionen auf dem Gitter nur zwei diskrete Spins einneh-
men konnen. Diese Spins bestimmen das magnetische Moment der Atome.

Eine Verallgemeinerung des Ising-Modells wurde von Renfrey B. Potts 1951 in seiner
Dissertation vorgeschlagen [2]. In diesem Modell wurde das Ising-Modell auf ¢ Zusténde
verallgemeinert [3]. Das Modell hat unter anderem Anwendungen in der statistischen
Physik zur Beschreibung von Phaseniibergéingen. Aber auch in der Biologie findet das
Potts-Modell Anwendung zur Beschreibung neuronaler Netze oder das Ordnen embryo-
nale Zellen [4].

In dieser Arbeit wollen wir das Potts-Modell verallgemeinern (Kapitel [2). Zudem wollen
wir das verallgemeinerte Potts-Modell mit ¢ = 3 auf einen stationdren Nichtgleichge-
wichtzustand untersuchen, welcher fiir das Potts-Modell mit ¢ = 2 in [I] durchgefiihrt
wurde (Kapitel [3). Darauf werden wir die Strom-Dichte Relation in dem verallgemeiner-
ten Potts-Modell mit ¢ = 3 fiir verschiedene Parameter simulieren (Kapitel .

In Kapitel [5] geben wir dann einen Ausblick der Anwendung unseres erarbeiteten Mo-
dells auf Lackagen in Fliissiggastanks. AbschlieBend geben wir in Kapitel [0] einen kurzen

Ausblick, wie eine weitere Untersuchung des Modells durchgefiihrt werden konnte.



2 Mathematisches Modell

In diesem Kapitel wollen wir das verallgemeinerte Potts-Modell (kurz VPotts-Modell)
einfithren. Dabei werden wir Notationen zur Beschreibung des Modells festlegen. Nach-
dem wir das VPotts-Modell eingefiihrt haben, werden wir die Mastergleichung fiir die
Mikrozustdnde betrachten. Dabei beschéftigen wir uns mit der Frage, ob es einen sta-
tiondren Nichtgleichgewichtzustand (engl. non equilibrium steady state) fiir das Potts-
Modell gibt. Ein stationdrer Nichtgleichgewichtzustand (NESS) in diesem Fall bedeutet,
dass es einen Zustand im Nichtgleichgewicht gibt, indem die Ubergangsraten zwischen
den Mikrozustédnden unverénderlich in der Zeit sind.

Ziel ist es, eine Gleichung fiir die Raten dieses stationdren Zustandes zu entwickeln, um
diese in den darauf folgenden Kapiteln zu untersuchen.

In dieser Arbeit wird durchweg als Energieeinheit kgT gewéhlt, dass heifit im folgenden

ist kgl = 1, wobei kg die Boltzmann-Konstante und 7" die Temperatur ist.

2.1 Verallgemeinertes Potts-Modell
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Abbildung 2.1: Mégliche Besetzung eines 1d-Gitters mit unterschiedlichen Platzenergien.

Wir betrachten ein eindimensionales endliches Gitter (1d-Gitter). Auf den Gitterplédtzen

kann sich entweder ein Teilchen oder kein Teilchen befinden. Jeder Gitterplatz besitzt



mehrere mogliche Platzenergien ¢;. In Abbildung ist eine mogliche Besetzung des 1d-
Gitters dargestellt.

In dem VPotts-Modell kénnen die Teilchen Ubergénge durchfiihren. Dabei kann ein Teil-
chen i den Energiezustand wechseln. Dies ist in Abbildung dargestellt. Wir haben in
diesem Modell also nur kurzreichweitige Néchste-Nachbar-Wechselwirkung. Somit hangt

die Rate, mit der dieser Ubergang stattfindet, nur von den nichsten Nachbarn ab.
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Ubergangs des Teilchens am Gitterplatz

in ein niedrigeres Energieniveau.

Zudem konnen die Teilchen im Modell von einem Platz ¢ auf den Platz ¢ 4+ 1 springen,

wenn der Platz ¢ + 1 vor dem Sprung unbesetzt war. Dies ist in Abbildung dargestellt.
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des Ubergangs eines Teilchen an dem Gitter-
platz ¢ auf den Gitterplatz ¢ + 1.

Dabei lassen wir nur Spriinge nach rechts (auf eine Gitterplatz mit einer héheren Num-
merierung) zu. Nachfolgend werden wir eine mathematische Beschreibung des Modells

entwickeln.



2.2 Notationen Mikrozustande

Wir benutzen die folgende Notation

N 1, wenn Platz ¢ besetzt mit Teilchen im Zustand « 2.1)
ny = .
0, sonst,

~

wobei 7 den Gitterplatz und a den inneren Zustand angibt. An dieser Stelle sei darauf
hingewiesen, dass die hochgestellten Indizes in keine Exponenten sind. Die Zahl nf
beschreibt somit, ob sich ein Teilchen am Gitterplatz ¢ im Zustand « befindet. In dem
VPotts-Modell mit ¢ Zustédnden gibt es insgesamt (¢ — 1) innere Zusténde.

Zudem fiithren wir auch die Zahl n; ein. Die Zahl n; gibt an, ob ein Gitterplatz ¢ besetzt

oder unbesetzt ist. Es gilt

a1 1, wenn Platz i besetzt
n; = Z N? == (22)
a—1 0, sonst.

Wir wollen nun die Gesamtheit der Teilchenzustande in dem VPotts-Modell beschreiben.

Diese Mikrozustdande werden in dem Tupel n kodiert mit
~1 ~1
n=(ni,. .. ,n" " ny ... ndT ), (2.3)

dabei bezeichnet ¢ — 1 die Anzahl der Zusténde in denen ein Teilchen sein kann. Wenn
ein Teilchen ¢ im Zustand o = 0 ist (also n) = 1), dann ist der Platz an der Stelle ¢

unbesetzt. Das Teilchen ist somit nicht vorhanden.

2.3 Uberginge

Wir wollen nun den Ubergang von einem Mikrozustand n in einen anderen Mikrozustand
n' mathematisch beschreiben. Wir betrachten zuerst die Ubergiinge an einem Platz ¢ in
einen anderen Energiezustand (engl. on-site transition). Die on-site Ubergéinge sind nur
von den Zustédnden der Nachbarn abhéngig. Wir benutzen die folgende Notation fiir die
Rate des on-site Ubergangs eines Teilchen am Gitterplatz i vom Zustand « in den Zustand
B, wenn das Teilchen am Gitterplatz ¢ — 1 im Zustand p und das Teilchen am Gitterplatz

1+ 1 im Zustand v ist:
legi({ng—l}ﬂ {ni1}). (2.4)
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Wir verzichten im Folgenden auf den Index ¢, weil durch die beiden Nachbarn der Gitter-
platz des Teilchens festgelegt ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an,

dass
ror =0. (2.5)

Somit beschreiben die 'y die Ubergéinge zwischen zwei verschiedene Zusténden, wobei

im Allgemeinen
Ios 7 Uha (2.6)

gilt. Im folgenden definieren wir einen Mikrozustand n(*®*) in Bezug auf einen beliebigen

Mikrozustand n wie folgt:

(
n), j#i,
. n!, j=1i, a, B3,
(n(mﬂﬂ))z JB J V7 p (2.7)
nja J = Z, 7 = @,
| 7§, J=i =0

Der Mikrozustand n®#) entspricht somit dem Zustand n mit der Ausnahme, dass das
Teilchen an der Stelle ¢ nun statt in dem Zustand « im Zustand ( ist. Zudem definieren

wir n =1 —n.

Wir erhalten als Beitrag zur Rate I'(n — n') fiir einen Ubergang n — n/ von den

on-site Ubergéngen:

r*(n —n') Z Z nenlTon s({ni 1 b And 1 )0 pticuin (2.8)

i=1 a,8=1

wobei M die Anzahl der Gitterplétze ist. In dem Modell nehmen wir periodische Rand-
bedingungen an, dass heifit dass M + 1 = 1 gilt. Die periodischen Randbedingungen sind
zur Verdeutlichung in Abbildung dargestellt.

Zu der Rate I'"(n — n/) in tragen nur die Mikrozustinde n’ einen Anteil bei, wenn
der Mikrozustand n’ einem Zustand n(*®*) entspricht. Somit sind die Mikrozustinde n
und n’ an allen Gitterpléatzen j mit j # i identisch. An dem Gitterplatz i ist das Teilchen
im Mikrozustand n allerdings im Energiezustand « und im Mikrozustand n’ im Zustand

B. Die Zahlen n$ und ﬁf sind Projektionsoperatoren, die dafiir sorgen, dass das Teilchen



an dem Gitterplatz ¢ vor dem Ubergang in dem Energiezustand o und der Energiezustand
B an dem Gitterplatz i unbesetzt ist. Die Rate I'gj({nj",}, {n},,}) in (2.8) gibt die Anzahl
der Spriinge pro Zeiteinheit auf dem Gitterplatz ¢ von dem Zustand « in den Zustand S
bei der Bedingung, das sich das Teilchen am Platz ¢ — 1 im Zustand g und das Teilchen

am Platz ¢ + 1 im Zustand v befindet, an.

Abbildung 2.4: Darstellung der periodischen Randbedingung in dem VPotts-Modell.

Im Folgenden nehmen wir an, dass die on-site Ubergiinge im detaillierten Gleichgewicht
(engl. detailed balance) sind. Detailliertes Gleichgewicht bedeutet, dass der zugehorige
stochastische Prozess mikroreversible ist. Fiir die on-site Uberginge setzen wir im detail-

lierten Gleichgewicht

Do ({nioi} Anfa e = Tah({nisy ) {nf }), (2.9)

wobei A, abhéngig von der Besetzung der Teilchen an dem Gitterplatz ¢ — 1 und 7 + 1
ist.

Zusitzlich zu den on-site Ubergiingen tragen die Nichste-Nachbarn Uberginge (engl. next-
neighbor transitions) zur Rate I'(n — n’) bei. Da in dem Modell nur Néchste-Nachbar-
Wechselwirkung vorhanden ist, sind die Uberginge von einem Gitterplatz i auf einen
Gitterplatz ¢ + 1 nur von der Besetzung der Plédtze ¢ — 1 und ¢ + 2 abhéngig.

Wir bezeichnen somit mit I'y, 3 den Ubergang, wenn ein Teilchen auf dem Platz ¢ im
Zustand o auf den Platz ¢ + 1 in den Zustand [ springt. Es gilt somit fiir I'y 5 die
Abhéngigkeit

Pas({nii ), {nio})- (2.10)



Wir definieren wieder einen Mikrozustand n(®(+D8) in Bezug auf einen beliebigen Mi-

krozustand n wie folgt:

n;'y> J#F i1+,

TL;I, j:i777£04757

(n(ia,(i+l)ﬁ))z =< nl, j=itlv#ab, (2.11)
nf+1> j:ia’Y:O%

ng, j=it+ly=4

\

Es ergibt sich der folgender Beitrag zu I'(n — n’) von den Néchsten-Nachbarn-

Ubergéingen:
q—1
D> i Tas({nls 3 {ntie 0w g (2.12)
i o,f=1

Bei einem Ubergang von zwei Mikrozustinden n — n’ betrachten wir fiir die Mikro-
zustinde n/ in (2.12) nur die Mikrozustinde n(®(+D8) Der Mikrozustand n(®0+D8) jst
an allen Gitterplatzen j mit j # ¢,7 + 1 mit dem Mikrozustand n identisch. Allerdings
befindet sich das Teilchen am Gitterplatz i in dem Mikrozustand n(®@+D#) im Energiezu-
stand (3 statt wie im Mikrozustand n im Energiezustand « und das Teilchen am Gitterplatz
© + 1 statt in dem Energiezustand S im Energiezustand a. Die Projektionsoperatoren ng'
und 7,1 bewirken, dass nur ein Néchste-Nachbar-Ubergang stattfinden kann, wenn sich
in dem Mikrozustand n an dem Gitterplatz ¢ ein Teilchen im Energiezustand o befindet
und der Gitterplatz 7 + 1 unbesetzt ist. In Gleichung bezeichnet I', g die Anzahl
der Spriinge pro Zeiteinheit von dem Platz ¢ im Zustand « auf den Platz ¢ + 1 in dem
Zustand B unter der Bedingung, das sich das Teilchen am Gitterplatz ¢+ — 1 im Zustand p
und das Teilchen am Platz ¢ + 1 im Zustand v befindet.

Fiir die I'(n — n’) eines Ubergang n — n’ erhalten wir somit insgesamt:

q—1
Tn—n) = Y Y afa]Tos({nt 3, {nY 16w piain

i o,f=1

q—1
+> 0 i Tas({nl 1 %o }) 0 pacrni . (2.13)

i a,f=1



2.4 Mastergleichung

Es soll nun die Zeitentwicklung eines Mikrozustandes n untersucht werden. Es sei P(n,t)
die Wahrscheinlichkeit, das System zum Zeitpunkt ¢ in dem Mikrozustand n zu finden.
Die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeit P(n,t) wird mit einer Differenzialgleichung
erster Ordnung, der sogenannten Mastergleichung beschrieben [§].

Fiir die Verdnderung der Wahrscheinlichkeit P(n,t) gilt in diesem Fall die folgende Mas-
tergleichung:

OP(n,t)

22 = SO0 = m)P( ) = D = )P, 1) (2.14)

n/

In der Gleichung beschreibt der erste Term auf der rechten Seite die Gewinnterme
(engl. gain terms) von P(n,t), also die Wahrscheinlichkeiten P(n’,t), dass sich das
System zu dem Zeitpunkt ¢ in dem Mikrozustand n’ befindet, multipliziert mit der Rate
['(n' — n), dass ein Ubergang von n’ — n stattfindet.

Der zweite Term auf der rechten Seite in der Gleichung beschreibt die Verlustterme
(engl. loss terms), dass heifit die Wahrscheinlichkeit P(n,t), dass sich das System zu dem
Zeitpunkt t in dem Mikrozustand n befindet, multipliziert mit der Rate I'(n — n’), dass

ein Ubergang von n — n’ stattfindet.

In unserem Modell erhalten wir mit den Ubergangsraten fiir die On-site Uberginge
in 1) und den Ubergangraten fiir die Nichste-Nachbarn-Ubergéingen 1} fiir die
Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeit P(n,t) eines Mikrozustandes n die Gleichung:

ap"t EﬁZlnanﬂr (b Anta HP (D )
+2 BZnn Lap({nfs}, {nt,}) P(n(=C+09) 1)
—; BZlnanﬁr‘m S({nlh ). {0 1) P, 1)
-2 BZ N Tas ({1}, {0l 2} P(n, ). (2.15)

Wie in der Einleitung dieses Kapitels ausgefiihrt, wollen wir unser Modell in Hinblick

auf die Existenz eines stationdren Nichtgleichgewichtszustandes untersuchen. Bei dem



stationdren Nichtgleichgewichtzustand verdndert sich die Wahrscheinlichkeit P(n,t) ein
System zum Zeitpunkt ¢ in dem Zustand n zu finden in diesem Fall nicht mehr in der
Zeit, dass heif3t es gilt 8P(" D = 0 fiir alle Mikrozustinde n.

Es ergibt sich fiir diesen Fall aus ([2.15):

Z Z g ﬁron {1} Ania HP(n (i)

i a,f=1

q—1
D >l Dea({ny ), {nf ) P07

% aﬂ*l

_Z Z ”anﬁron ({nil b A HP(n)

i a,f=1

q—1
=303 Tl b s P) (2.16)

i o,f=1
Jeder Mikrozustand n muss in dem stationédren Nichtgleichgewichtzustand die Gleichung
(2.16) erfiillen. Allerdings konnen in dem stationdren Nichtgleichgewichtzustand weiter-

hin Ubergénge zwischen den Mikrozusténden stattfinden.

Wir nehmen in dem Modell eine repulsive Wechselwirkung V,g zwischen Néchste-
Nachbarn an. Die Wechselwirkung ist abhéngig von den Zustdnden, in denen die
Nachbarn sind. Wir nehmen in dem Modell an, dass die repulsiven Wechselwirkungen

symmetrisch sind. Es gilt dementsprechend V3 = V3,. Fiir die Energie des Systems gilt:

—1
H=>" qz Vagnong, . (2.17)

1 a,f=1

Die Energie des Systems wir durch den Gittergas-Hamiltonian (engl. lattice gas Hamil-

tonian) (2.17) gegeben.

Im Nichtgleichgewichtzustand gibt es im Gegensatz zu Gleichgewichtsystemen (engl.
equilibrium systems), kein allgemeines Gesetz um die Verteilung der Mikrozustdnde zu
berechnen. Allerdings ist es moglich, dass die Raten néher spezifiziert werden, derart
dass die Verteilung der Mikrozustéinde im stationdren Nichtgleichgewichtzustand gleich

der Gleichgewichts-Boltzmann-Verteilung P(n) o exp [—H (n)] gesetzt wird [1].



Diesen Ansatz benutzen wir um die Raten in (2.16]) zu bestimmen.

Weil wir fiir die on-site Ubergéinge angenommen haben, dass die Raten im detaillierten
Gleichgewicht sind, wird der Term mit den on-site Ubergéngen in der Gleichung
zu 0.

Wir teilen die resultierende Gleichung durch P(n), da fiir uns nur die Wahr-
scheinlichkeit relativ zueinander relevant ist. Dadurch ist der Normierungsfaktor der

Boltzmann-Verteilung im folgenden irrelevant. Wir erhalten die Gleichung

Pnlies+D8)
0= % (it PO e Ve b)) 0

i a,/=1

(io,(i+1)B)Y | N ) ) . .
P("Tn;l) ist die Differenz der Hamiltonian der verschieden Mikro-

Fiir den Quotienten
zustédnde relevant. Dabei entstehen je nach Besetzung des Gitters unterschiedliche Terme.
Wenn der Gitterplatz i im Zustand « ist und der Gitterplatz ¢ + 1 unbesetzt (7,41 = 1) ,

dann ergibt der Quotient den Wert e~ (i Visnla—Vuams) Mt den Projektionsoperato-

ren lassen sich alle Falle zusammenschreiben als

P(nlio-(i+1)8) o ) ) ) ot o
% i1 + 1 Z ni + Z ny i + ninz‘ﬂﬂe(z“:l Vupmisa V“ani’l),
u#ﬁ HF
n?‘ﬁi+le (Z Viupniy 1 —Vuany 1) + n?niﬂ-f—la (219)

wobei die Symmetrie der Energie V3 = V3, benutzt wurde. Durch das Einsetzen des Quo-
tienten (2.19) in Gleichung (2.18)) erhalten wir auf Grund der orthogonalen Projektionen
n’ 111 die folgende finale Gleichung

0= Z Z (n nzﬁ+1€ B Vil Vi) n?ﬁiH) Fas({nisi} {nfin}).  (2.20)

i a,f=1
Das Ziel wird es im Folgenden sein, eine notwendige Bedingung fiir die Raten I',5 in der

Gleichung ([2.20)) zu finden derart, dass ein stationdrer Nichtgleichgewichtzustand vorliegt.
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3 Untersuchungen des stationdren

Zustands des VPotts-Modells

Ziel dieses Kapitels ist es herauszufinden, ob es Raten fiir die Ubergéinge zwischen Néchste-
Nachbarnplédtzen gibt, so dass die Gleichung fiir jeden Mikrozustand n erfiillt ist.
In diesem Fall ware die Mikrozustandsverteilung im stationédren Nichtgleichgewicht ei-
ne Boltzmann-Verteilung. Der Einfachheitshalber beschranken wir uns auf den Fall eines
VPotts-Modells mit ¢ = 3.

Wir werden zudem in diesem Kapitel feststellen, dass sich nur durch einen weiteren mogli-
chen inneren Zustand der Teilchen im Vergleich zum VPotts-Modell mit ¢ = 2, die Anzahl
der Raten um ein Vielfaches erhoht.

Das VPotts-Modell mit ¢ = 2 wird auch TASEP mit Néchste-Nachbar Wechselwirkung

genannt [1].

3.1 VPotts-Model mit q = 3

Da die a-Zusténde an [-Zusténde koppeln und umgekehrt, handelt es sich um ein kom-
plexes Vielteilchensystem. Damit ist eine analytische Losung dieses Vielteilchensystems
schwierig.

Hierzu betrachten wir ein Model, in dem nur Nichste-Nachbar Ubergénge von o = 2 nach

f = 2 moglich sind. Aus der Gleichung (2.20)) ergibt sich dann

0= 3" [ pie=e (onteatamten) 2 ] Dol 1), {n1)) (3.1)
In der Gleichung (i3.1)) benutzen wir die Notation aus (2.1)). An dieser Stelle sein nochmal
daran erinnert, dass die Indizes keine Exponenten sind.

Fir die folgende Analyse fithren wir die Schreibweise I'oo({nf ;}, {n?,,}) = (1, v) mit

11



p, v €{0,1,2} ein. Somit lasst sich (3.1]) schreiben als

2
O = Z Z [néﬂ1ﬁin§+1n?+26(V2unz'V+2—V2unf_1) — n?fln?ﬁi+1n;j_~_2 F(,u, I/). (32)

i p,v=0

Die Gleichung (3.2) folgt aus (3.1)) indem die verschieden Fille, die auftreten kénnen,
mittels Projektionsoperatoren geschrieben wurden.
Wir definieren die Zahlen N7, , mit a,b,c,d € {0,1,2} als die Haufigkeit der Folge be-

nachbarter Besetzungszustinde abcd im Mikrozustand n. Es gilt
Nabea = Z ngi_ 1nznz+1nz+2 (3.3)

Zum Beispiel ist
no_ 1 2= 1
Nigo1 = E T T i1 Mo (3.4)
i
mit 72,11 := 1 — n}, —ni . Mit den Besetzungszahlen N/, , kénnen wir die Summen in

der Gleichung ausschreiben. Wir lassen im Folgenden den Index n weg. Wir erhalten

somit die nachfolgende Gleichung

0 = [Noozo — Noz0o]T'(0,0) + [Nigaoe " — Nizgo]T'(1,0)
4-[]\700216 21— No2o1)T'(0,1) 4+ [Nig21 — Niaoa]I'(1,1)
+[N10226V22—V21 — Nigg2)I'(1,2) + []\720216‘/21_‘/22 — Nooon |I'(2, 1)
+[Nagaoe ™" — Naggo]['(2,0) + [Noo2ze"?> — Noao2] (0, 2)

+[Naozz — Naoo2]T(2,2). (3.5)

Wenn wir in der Darstellung der Zahlen N... wie im Beispiel (3.4) die n; durch n; =
1 —n} —n? ersetzen, kann Gleichung (3.5) durch irreduzible Hiufigkeiten N... ausdriickt
werden.

Es ergibt sich zum Beispiel

_ 1 1 2N 2 1
Nign = E n; (1 —mn; — ni)ni+1ni+2
i
= Nio1 — Nij21 — Nigoy (3.6)

12



mit Ny o1 = >, nj_n?, ni,. Die Zerlegungen der Zahlen N... aus Gleichung [3.5]in die
irreduziblen Zahlen sind im Anhang ausgefiihrt. Es ergibt sich aus der Gleichung :
0 = [Nuz2— Nia— Niai+ Nigg + Nior + Nygo + Nooy + Nooy — Najog — Niigp —

Natza + Nog — Noip — Nig1 — Nigo + Nigin + Naoip — Naoa — Naosa

+Ni212 + Na212]T'(0,0)

+[(N1.2 = Ni12 — Nia1 + Niia1 + Niigo + Niggr + Nizgg — Nioa

—Nya2)e " = Nig + Nigq + Niza + Nigg + Nizo — Nigi1 — Niana

—Niga1 — Ni22]T'(1,0)

+[(Na1 — Ni21 — Nao1 — Nia1 — Nogt + Niior + Nigoy + Nojoy

+Naxo1)e"™ — Noy + Nioq + Nagg + Nopg + Nagt — Niagg — Nigag

—Nag11 — Nagot]T'(0, 1)

+[N121 — Ni21 — Nig1 + N JI'(1, 1)

+[(N1.22 — Ni122 — N1222)6(V22_V21) — Nigo + Nig12 + Niogo|I'(1, 2)

+[(Na.21 — Nopo1 — N2221)€(V21_V22) — Nag 1+ Nogig + Nooon|I'(2,1)

+[(Nog — Natg — Nagy — Nao1 — Nogg + Nojor + Nagar + Napao

+Nozza)e ™V — Nao 4 Naoy + Nao o + Naga + Naot — Nagiy — Nooio

—Nago1 — Nagpo]T'(2,0)

+[(Naz — Niga — Nogo — Ni9o — Naog + Ni1go + Niggo + Nojoo

+Nazz)e"™ — Nos + Nigg + Nazz + Notz + Nags — Ni2i2 — Nazz

—Nag1a — Nago]T(0, 2)

+[N2.292 — Najog — Nag o + Naoi2]I'(2, 2). (3.7)
Wir schreiben Gleichung als Linearkombination beziiglich der irreduziblen Zahlen,
um eine notwendige Bedingung fiir die Raten I'(-, -) zu bekommen:

0 = Ny12[T(0,0) — e "2'T'(1,0)] + N12[T(0,0) + e "2 T(1,0)] + .. .. (3.8)
Hieraus folgt, da die irreduziblen Zahlen Nj;5 und Nj o beide ungleich Null sind, das
Gleichungssystem

['0,0) —e ">I(1,0) = 0

I'(0,0) +e"2I'(1,0) = 0. (3.9)
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Aus dem linearen Gleichungssystem (3.9) folgt, dass die Raten I'(0,0) = 0 und I'(1,0) = 0
sind.

Mit diesem Ergebnis berechnen wir weiter die Raten in Gleichung (3.7)) beziehungsweise

in Gleichung (i3.8)):
0 = No1e'2I'(0,1) 4+ Ny oy [—€"2T(0,1) + (1, 1)] +.... (3.10)

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Rate I'(1,0) = 0 ist und somit auch I'(1,1) = 0. Es

gilt weiter

0 = Nyp[-I'(2,0)+T(0,2)e"22] +

Nogo[T'(2,0)(e7"22 — 1) +T(0,2)(e"2 — 1)] + ... (3.11)
Aus dieser Gleichung ergibt sich das lineare Gleichungssystem

“T(2,00+  €™2I(0,2) =0

(e7V2 — DI'(2,0)+ (€' — 1)['(0,2) =0. (3.12)

Es ist eindeutig 16sbar und ergibt fiir die Raten I'(2,0) = 0 und I'(0,2) = 0.
Somit erhalten wir aus Gleichung (3.7]), durch Einsetzen der schon berechneten Raten die

Gleichung
0 = Ny goD(1,2)eM227V2) L N, 0 1(2,1)eM27V22) L N, 001(2,2) + .. .. (3.13)

Aus der Gleichung ([3.13) folgt nun, dass auch die Raten I'(2,1),T'(1,2) und I'(2, 2) gleich
Null sind.
Insgesamt folgt also, dass nur die Nullraten die Gleichung (3.7)) erfiillen. Wir werden im

Folgenden eine weitere Modifikation am Modell untersuchen.

3.2 Modifikation des VPotts-Modells

Wir modifizieren das Potts-Modell aus Kapitel weiter. Wir lassen weiterhin nur
Nichste-Nachbar Ubergéinge von einem Teilchen am Gitterplatz i in dem Zustand 2 auf
dem Gitterplatz 7 + 1 dem Zustand 2 zu. An einem Platz kann das Teilchen den Zustand
wechseln. Wenn sich das Teilchen in dem Zustand 1 befindet, kann das Teilchen nur in

den Zustand 2 wechseln. In dem Zustand 1 kann das Teilchen keinen Né&chste-Nachbar
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Ubergang durchfiihren.
Die Raten seien jetzt nur noch abhéngig davon, ob die Nachbarplétze besetzt sind. Somit
ergibt sich fiir die repulsiven Wechselwirkungen in (3.1)), dass Vo = Vis = V ist. Die
Gleichung (3.1]) vereinfacht sich zu

0= Z (ﬁl‘nZZJrl@(m"'Q—ni_l)V - nfﬁiﬂ) F(ni_l, ni+2). (314)
Wir fithren erneut Zahlen N7, , ein, welche die Haufigkeit der Folge benachbarter Beset-
zungszahlen abed in dem Mirkozustand n angeben. Dabei ist eine 1 in der Besetzungs-
zahl gleichbedeutend mit n; = 1 und 2 bedeutet, dass n? = 1 ist. Es gilt zum Beispiel
Niozo = D, ni,lﬁm? " 17i42. Wir lassen auch diesmal den Index n zur Vereinfachung der

Schreibweise weg. Aus der Gleichung (3.14]) ergibt sich nun die Gleichung

0 = [Noo2o — Noz20o)I'(0,0) + 2[N1020€7V — Ni2go|I'(1,0)

+2[N00216V — NQQOl}F(O, 1) + 4[N1021 — N1201]F(1, 1) (315)

Wir fithren wieder irreduzible Zahlen N ein, indem wir in den Zahlen in Gleichung
alle n; durch n; = 1 — n; ersetzen. Wir konnen somit die Gleichung mit den elf
irreduziblen Zahlen NLQ = Z,L ni,1n12+1, N112 = Z,L ni,lnmfﬂ, N1721 = Z,L ni,lnfﬂniﬁ,
Niio1 = Zz ni—lnin?+1ni+2a Noq = Zz n%ni—l-% Nopp = ZZ n?ni—o—lni—i-%

Nigq = Z, ni—ln?ni—&-% Nion = ZZ ni—ln?nz‘+1ni+27 Nip = ZZ nz‘n?+17

Nigi = Y, nind niye, Noy = Y, nin;q darstellen.

Wir erhalten nun die Gleichung

0 = Nio[-T(0,0) +2e VT(1,0)] + Ni12[['(0,0) — 2~V T'(1,0)]
+N191[I(0,0) — 27V (1,0) — 2VT(0,1) + 4T(1, 1)]
+N1121[1(0,0) +2e7VT(1,0) 4 2e¥T(0, 1) — 4T(1,1)]
+N,1[I'(0,0) —I'(0, 1)] + No11 [-1°(0,0) + T'(0, 1)]

+ Ny [-T(0,0) + 2I'(1,0) + 2I'(0,1) — 4I'(1,1)]
+Nio11 [-T(0,0) — 20(1,0) — 2T°(0,1) + 40(1,1)]

+N1o[—2T(1,0)] + No1[21(1,0) — 2I(0, 1)] + Ngy [2¢¥T(0,1)].  (3.16)

Aus Gleichung ([3.16)) erhalten wir wieder, dass nur die Nullraten diese Gleichung erfiillen.
Somit ist wieder I'(0,0) =I'(1,0) =T'(0,1) = I'(1,1) = 0.
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Wir erhalten das FErgebnis, dass es nicht moglich ist, durch eine geeignete Wahl
der Ubergangsraten im VPotts-Modell mit ¢ > 2 eine Boltzmann-Verteilung der Mi-
krozustinde im stationdren Nichtgleichgewichtzustand mit Teilchentransport in einer

Richtung zu erhalten.
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4 Simulationen

Ziel dieses Kapitel ist es, die Strom-Dichte-Relation fiir verschiedene VPotts-Modelle zu
simulieren. Dabei werden wir uns auch das TASEP-Modell mit Néchste-Nachbar Wech-
selwirkung anschauen, was einem VPotts-Modell mit ¢ = 2 einspricht.

In den nachfolgenden Simulationen verwenden wir periodische Randbedingungen. Zudem

wurde ein Gitter mit 100 Gitterplatzen fiir die Simulationen benutzt.

4.1 TASEP

Am Anfang geben wir das Ergebnis der Strom-Dichte-Relation des TASEP (Totally
Asymmetric Simple Exclusion Process) mit Néchste-Nachbar Wechselwirkung [I, Chapter
II] an.

Wir erinnern hier kurz an das in [I] behandelte Modell. In dem Modell wird ein
Gitter betrachtet. Auf einem Gitterplatz kann sich maximal nur ein Teilchen befinden.
Allerdings befindet sich das Teilchen an einem Gitterplatz in einem festen Energieniveau,

dass heifit in dem Modell gilt fiir einen Gitterplatz ¢ entweder n; = 1 oder n; = 0, siehe

Gleichung ([2.1)).

Fiir den Fall ¢ = 2 ergibt sich in [I] eine notwendige Bedingung fiir die Raten
['(n;_1,n:42), damit diese die stationire Mastergleichung (2.20]) erfiillen.
Die Glauber-Raten sind definiert als

v

exp(BAH) + 1’
wobei im Folgenden v = 1 und 8 = 1 gesetzt werden. Im VPotts-Modell mit ¢ = 2 ergeben

(4.1)

L(ni-1,ni42) =

sich
1
exp((niye — ni_)V) +1°

F(ni_l, TLH_Q) = (42)
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In der Abbildung ist fiir verschiedene Néchste-Nachbar-Abstoflungen V' der resultie-
rende Strom j in Abhédngigkeit der Teilchendichte p dargestellt.

0.12 -

0.10 A

0.08 -

0.06 A1

Strom j

0.04 4

0.02 4

0.00 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Dichte p

Abbildung 4.1: Ergebnisse der Simulation (Punkte) und die analytischen Ergebnisse (Li-
nien) der Strom-Dichte-Relation j(p) im TASEP fiir verschiedene Néchste-
Nachbar-Abstofungen V.

Dabei bezeichnet V, in Abbildung [4.1] einen kritischen Wert V, = 21n(3) der in [I] gefun-
den wurde. Wie in Abbildung [4.1] zu erkennen, lisst sich der Strom j in Abhéngigkeit der
Dichte p und der Wechselwirkung V' analytisch beschreiben. Die nachfolgenden Gleichun-
gen sind in [I, Chapter III] zu finden.

Fiir V = 0 ergibt sich analytisch die Parabel
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Allgemein ergibt sich der Strom analytisch aus der Gleichung

, 2f—1

; _ _ @ _ @ _
i(p) = (p—C) 21 =) +(p=C)1 =), (4.4)
wobei
= —1 = 10,1 4.5
f_exp(V)+1— (0,1) (4.5)

ist und C) = (n;n;;1)eq der Gleichgewichts-Nichste-Nachbar Korrelator

o — ﬁ 2p(1— ) 14 T dp(1—p)(1 7)) . (4.6)

Wie in Abbildung[4.1]zu sehen, ergibt sich eine Teilchen-Loch-Symmetrie fiir den Strom j.

Dies liegt daran, dass es in dem TASEP-Modell mit Nachste-Nachbar-Abstolung Locher

und Teilchen durch einer Transformation ineinander iiberfithrt werden konnen. Dadurch

gilt j(p) = j(1 - p).
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4.2 VPotts-Modell mit g = 3

Im Folgenden werden wir das VPotts-Modell mit ¢ = 3 ohne Platzenergien simulieren.
Wir betrachten zuerst ein VPotts-Modell, in dem ein Teilchen auf einem Gitterplatz ¢ nur
im Zustand 1 einen Néchste-Nachbar-Ubergang durchfithren kann.

Ubergiinge zwischen den Zustéinden 1 und 2 (also die on-site Ubergéinge) verringern den
resultierenden Strom. Zudem setzen wir wieder Vi = V5 wie im Kapitel [3.2]

Die Ubergangsraten I' (ni—1,n:41) setzen wir wieder den Glauber-Raten gleich:

1

exp(AH)+ 1 (4.7)

F(nz;l, ni+1) =

In dem Modell gibt es keine Platzenergien, weshalb sich fiir die on-site Uberginge die
Raten I'{%3(ni—1,ni12) = I (ni—1,mi41) = 1/2 ergeben. Die Simulation dieses VPotts-

Modells fiir verschiedene Wechselwirkungen V' ist in Abbildung dargestellt.

e VPotts-Modell mit V=0
0.175 7 «  VPotts-Modell mit V= V,
o VPotts-Modell mit V=2V
0.150 ~ TASEP mit V=0
—— TASEP mit V=V,
0.125 - TASEP mit V=2V,
£ 0.100 -
o
&7
0.075 A
0.050 A
0.025 A
0-000 1 T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Dichte p

Abbildung 4.2: Ergebnisse der Simulation des Strom j im VPotts-Modell in Abhéngigkeit
der Dichte p fiir verschiedene Néchste-Nachbar-Abstoungen V' (Punkte).
Zudem sind die analytischen Strom-Dichte Relationen j(p) des TASEP-
Modells mit Néchste-Nachbarn Wechselwirkung dargestellt(Linien).
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Aus der Abbildung ergibt sich, dass der resultierende Strom j in dem Modell fiir
verschiedene Wechselwirkungen V' durch die on-site Uberginge verringert wird. Es zeigt
sich, dass der Verlauf der Strom-Dichte Relation j(p) des VPotts-Modells in der Abbildung
der Strom-Dichte Relation j(p) aus Gleichung dhnelt.

4.3 VPotts-Modell mit g = 3 und Platzenergien

Im Folgenden wird das VPotts-Modell mit ¢ = 3 und Platzenergien der einzelnen Teilchen
untersucht. In diesem Fall ergibt sich die Gesamtenergie des Systems durch den Gittergas-

Hamiltonian

H = Z (Vnmiﬂ + Zeanf‘> ) (4.8)

Dabei konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in Gleichung (4.8)) fiir die Plat-

zenergien
Ea = (4.9)

wéhlen.
Die on-site Rate fiir den Ubergang eines Teilchen am Gitterplatz i von dem Energieniveau

1 in das Energieniveau 2 ergibt sich wieder mittels der Glauber-Raten als

1
rey=———— 4.10
12 exp(e) + 1 ( )

und fiir den Ubergang eines Teilchens vom Energieniveau 2 in das Energieniveau 1 ergibt
sich die Rate

1
=———: 4.11
2L exp(—e) + 1 (4.11)

In Abbildung [4.3]und [4.4]sind die Strom-Dichte Relationen j(p) fiir verschiedene Néchste-
Nachbar-Abstofungen V' und Platzenergien ¢ dargestellt.
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VPotts-Modellmit V=0,£=0
0.175 1 s VPotts-Modell mit V=0,£=1
VPotts-Modell mit V=0,e=2
0.150 1 = VPotts-Modell mit V=0,£=3
—— TASEP mit V=0
0.125 ~
£ 0.100 A
o
=
wn
0.075 ~
0.050 ~
0.025 ~
0.000 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Dichte p

Abbildung 4.3: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte Relation j(p) des VPotts-
Modells mit keiner Néchste-Nachbar-Abstolung und mit verschiedenen
Platzenergien (Punkte). Zum Vergleich sind die analytischen Ergebnisses

des TASEPs mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkung dargestellt (Linie).

VPotts-Modell mit V= V., £=0

0.16 1
VPotts-Modell mit V= V., =1
0.14 1 * VPotts-Modell mit V= V., £=2
VPotts-Modell mit V= Vi, e=3
0.12 —— TASEP mit V=V,

Dichte p

Abbildung 4.4: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte-Relation j(p) des VPotts-
Modells mit der Nachste-Nachbar-Abstoung V' = V, und mit verschieden
Platzenergien (Punkte). Zum Vergleich sind die analytischen Ergebnisses

des TASEPs mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkung dargestellt (Linie).
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Durch die Platzenergie ¢ wird in diesem VPotts-Modell somit bestimmt, wie haufig
die Teilchen in den Zustand 2 wechseln. Je gréfler die Platzenergie e ist, desto seltener
wechselt ein Teilchen aus dem Zustand 1 in den Zustand 2. Dies liegt daran, dass ein
physikalisches System immer bestrebt ist, im Grundgleichgewichtszustand den Zustand
minimaler Energie anzunehmen. Durch ein Teilchen in dem Zustand 2 steigt nach

Gleichung (4.8) die Gesamtenergie des System.

Je grofler die Platzenergie ¢ ist, desto kleiner ist die Rate I'{j. Somit sinkt die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein Ubergang zwischen dem Energiezustand 1 in den Energiezu-
stand 2 stattfindet. Wie in den Abbildungen [4.3] und [4.4] néhert sich dieses Potts-Modell
mit hoheren Platzenergie dem TASEP-Modell an.

Wihrenddessen fiihrt eine niedrigere Platzenergie dazu, dass der Zustand 2 héaufi-

ger angenommen wird, siehe hierfiir die Abbildung [4.5]

0.14

+ VPotts-Modell mit V=2V, , =0
VPotts-Modell mit V= 2V., £=2
VPotts-Modell mit V= 2V.,e= -2

—— TASEP mit V=2V,

Dichte p

Abbildung 4.5: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte-Relation j(p) des VPotts-
Modells mit der Néchste-Nachbar-AbstoSung V' = 2V, und mit verschie-
den Platzenergien (Punkte). Zum Vergleich sind die analytischen Ergeb-
nisses des TASEPs mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkung dargestellt (Li-

nie).
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Somit wird der Strom in dem VPotts-Modell verringert, denn in dem Zustand 2 kann
kein Ubergang zu dem Nichste-Nachbarn stattfinden. Bei niedrigen Platzenergien € < 0
ist die Gesamtenergie des System kleiner, wenn die Teilchen den Zustand 2 h&ufiger

einnehmen.

Insgesamt ergibt sich, dass in diesem VPotts-Modell die Strom-Dichte-Relation j(p)
durch das TASEP-Modell mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkung nach oben beschréinkt
ist. Je niedriger die Platzenergie ¢ ist, desto mehr néahrt sich der Strom j der Null an.

Es gilt somit

ah_{lolo jPotts(p) = jTASEP(p) (4~12>
und
li)r_noo Jpotts(p) = 0. (4.13)
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4.4 VPotts-Modell mit g = 3 und zwei AbstoBungen

Im Folgenden verallgemeinern wir das VPotts-Modell weiter. Der Gittergas-Hamiltonian
in diesem VPotts-Modell lautet
2
HoY ( S Vonenl + 3 n> (4.14)
i a,B=1 «
mit
Vi, a=p

Vap = (4.15)
Vo, a#p.

In diesem VPotts-Modell ist die Abstoflung zwischen zwei gleich besetzten Energie-
zustidnden gleich V; und die Abstolung zwischen zwei unterschiedlichen Energiezustdnden
gleich V5.

Es wurden wieder sowohl fiir die on-site Ubergéinge als auch fiir die Nichste-Nachbar-
Ubergiinge die Glauber-Raten aus Gleichung verwendet. Durch die Komplexitét

des VPotts-Modells ergeben sich insgesamt dreizehn verschiedene Raten.

In der Abbildung ist die Strom-Dichte-Relation j(p) fiir verschiedene Absto-
Bungen V| und V4 dargestellt. Zum Vergleich ist in Abbildung auch das vorherige
VPotts-Modell aus Kapitel mit V; = V5, abgebildet.

Es lasst sich aus Abbildung erkennen, dass in diesem VPotts-Modell die Symmetrie
der Strom-Dichte-Relation aufgebrochen ist. Es gilt nun j(p) # j(1 — p).

Dies liegt daran, dass ein Teilchen am Gitterplatz i nur einen Néchste-Nachbar-Ubergang
durchfithren kann, wenn sich das Teilchen im Zustand 1 befindet. Allerdings steigt durch
die Anzahl der Teilchen die Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen auf den benachbarten
Gitterplatzen vorhanden sind. Diese konnen sich in dem Zustand 2 befinden. Dadurch
erfahrt das Teilchen am Gitterplatz ¢ verschiedene Abstoflungen, je nachdem in welchem
Zustand sich die Teilchen an den benachbarten Gitterplatzen befinden. Somit wird die
Symmetrie gebrochen.

Da nur Teilchen im Energiezustand 1 einen Nichste-Nachbar-Ubergang durchfithren

konnen, hemmt eine stirke AbstoBung V; den Strom j stérker als eine stiarkere Abstolung

V5. Dies ist in Abbildung [4.6] zu erkennen.
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Abbildung 4.6: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte Relation j(p) des VPotts-
Modells mit der Platzenergie ¢ = 0 und verschieden Werten fiir die Ab-

stofBungen V; und V5.

In Abbildung ist zu erkennen, dass die Abstoung V) zwischen zwei Nachbarn mit
gleichem Energieniveau den Strom j stéirker verringert als die Abstofung V5. Dies liegt
an dem Modell, da in diesem VPotts-Modell wieder nur Néchste-Nachbar Ubergénge im
Energieniveau a@ = 1 moglich sind. Somit sorgt eine groflere Abstoflung V; dazu, dass
mehr on-site Ubergéinge in dem Modell stattfinden. Wihrenddessen erkennt man aus der
Abbildung dass durch eine hohere AbstoBung Vs weniger on-site Ubergiinge ablaufen.

Somit steigt der Storm 7 an.

Genauso wie im VPotts-Modell im Kapitel [.3] ergibt sich aus Abbildung [4.9] dass eine
positive Platzenergie ¢ dafiir sorgt, dass die Raten fiir die on-site Ubergénge Ty kleiner
werden und somit weniger on-site Ubergéinge zustande kommen. Wie in Abbildung zu
erkennen, wirkt eine sehr grofle Platzenergie € des Zustands 2 der Abstoflung V| entgegen.
Dieses VPotts-Modell geht fiir grofie € wieder in ein VPotts-Modell mit ¢ = 2 (TASEP
mit Néchste-Nachbar Wechselwirkung) iiber.
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Abbildung 4.7: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte-Relation j(p) des VPotts-

Modells mit der Platzenergie ¢ = 0 und verschiedenen Werten fiir die

Abstofungen V; und V5.
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Abbildung 4.8: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte-Relation j(p) des VPotts-

Modells mit der Platzenergie € = 0 und verschiedenen Werte fiir die Ab-

stofungen V; und V5.

27



0.12 1 s VPotts-Modell mit V1 =0,V =2V,, =0
’ s VPotts-Modell mit V1 =0,V2 =2V, = —2
= VPotts-Modell mit V1=0,V2=2V4, =2
0.10
) 0.08 - ..'..- e '...-. .
- L . .
s S . . ... -,
o . * - R
= 0.06 - ® . %ae
wn . . .
0.04 - R
o g ...o.. [ 'DO. . u.... '.... . . n.o. .
0.02 ¢ e a % ee® 8, o, *,
A * il C ‘e
..o' " e0e. '.n
0.00 L Sttt ‘ e .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Dichte p

Abbildung 4.9: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte-Relation j(p) des VPotts-

Modells mit verschiedenen Platzenergien ¢.
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Abbildung 4.10: Ergebnisse der Simulation der Strom-Dichte-Relation j(p) des
VPotts-Modells mit verschiedenen Platzenergien e (Punkte). Zu-
dem ist die Strom-Dichte-Relation des TASEP mit Néchste-Nachbar-

Wechselwirkung dargestellt (Linie).
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5 Mogliche Anwendung der

Beschreibung einer Leckage

An dieser Stelle sollen mogliche Anwendungen des VPotts-Modells zur Beschreibung
einer Leckage an einem Fliissiggastank gegeben werden. Mittels des beschriebenen
VPotts-Modells wire es moglich, die Austrittsgeschwindigkeit des Fliissiggases an einem

Leck zu bestimmen.

Hierbei eignet sich das VPotts-Modell mit ¢ = 3 am besten. Dabei wiirde das
Leck als 1-dimensionales Gitter approximiert. Durch die Anzahl der Gitterpliatze wiirde

sich die Wandstéarke des Fliissiggastanks, in dem das Leck ist, darstellen lassen.

Ein Gitterplatz wiirde dann als unbesetzt gelten (n; = 0), wenn dieser von einem
Sauerstoffatom besetzt ist. Ein Teilchen in Zustand 1 (n; = 1) konnte das Fliissiggas in
dem fliissigen Zustand beschreiben, wihrend ein Teilchen in dem Zustand 2, also n? = 2,

ein Fliissiggasteilchen in dem gasféormigen Zustand beschreiben wiirde.

Durch den hoéheren Druck in dem Fliissiggastank (ungefdhr zwischen 5 bar bis 10
bar) wird sichergestellt, dass sich die Fliissiggas-Atome in der Leckage nur in eine
Richtung bewegen kénnen.

Das Fliissiggas ist nur in dem Tank fliissig, bei Ausstromen wird das Fliissiggas durch
die Verinderung des Drucks wieder gasformig. Dieser Umstand kann im Potts-Modell

durch die on-site Uberginge dargestellt werden.

Nun ergeben sich mehrere Moglichkeiten, wie sich das Fliissiggas beim Austreten

an einem Leck verhalten koénnte. Wenn der Ubergang der Aggregatzustinde den Fluss
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(Strom) beim Auslaufen des Fliissiggases nicht verédndert, dann lésst sich der Fluss durch

ein Potts-Modell mit ¢ = 2 beschreiben.

Ansonsten ergibt sich ein VPotts-Modell mit ¢ = 3, das in dieser Arbeit fiir Spe-
zialfille untersucht wurde. In diesem Fall miissen entweder die Raten aus geeigneten
Experimenten ermittelt werden oder weitere Approximationen und Annahmen an das

Modell gemacht werden.

Zudem lésst sich das VPotts-Modell auch an physikalische Reservoire mit einer In-
jektionsrate (engl. injection rate) und einer Ausstofirate (engl. ejection rate) koppeln.
Fiir eine Durchfithrung dieser Kopplung an das VPotts-Modell mit ¢ = 2 sei an dieser
Stelle auf [I, Sec. IV] verwiesen. Dadurch kann auch der in dem Tank vorherrschende

Druck in dem Modell abgebildet werden.
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6 Ausblick

Als weiterer Schritt konnte das VPotts-Modell mit der Lattice-Bolzmann-Methode fiir
Mischungen verglichen werden, um die Funktionalitét des VPotts-Modells zur Beschrei-
bung von Fliissigkeiten zu bewerten. Auch kann untersucht werden, inwiefern die beiden

Modell iibereinstimmen.

Zudem kann der Transport in offenen Systemen durch das Koppeln zweier Reser-
voire an das VPotts-Modell untersucht werden.

Auch in diesem Fall kénnte eine Approximation durch eine Markov-Kette durchgefiihrt
werden und die Abweichungen zum exakten Wert untersucht werden, wie es schon in [I]

Chapter IV] mit dem VPotts-Modell mit ¢ = 2 durchgefiihrt wurde.
Auch konnte man an dieser Stelle untersuchen, ob es fiir bestimmte VPotts-Modelle

analytische Beschreibungen gibt, die zum Beispiel die verschiedenen Energiezusténde der

Teilchen auf den Gitterpldtzen oder dhnliches beriicksichtigen.
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7 Zusammenfassung

Wir haben in dieser Arbeit das verallgemeinerte Potts-Modell eingefiihrt. Dafiir haben wir
erst die Notation des Modells und die Beschreibung der Ubergangsraten zwischen zwei
Mikrozustinden in Kapitel [2] angegeben.

Nachdem wir die Gleichung fiir die Néichste-Nachbar-Uberginge fiir einen stati-
onédren Nichtgleichgewichtzustand ermittelt hatten, haben wir eine notwendige Bedingung
fiir die Raten im VPotts-Modell mit ¢ = 3 im Kapitel [3| hergeleitet. Es ergab sich, dass
nur die trivialen Raten die notwendige Bedingung erfiillt.

In Kapitel 4] haben wir die Strom-Dichte-Relation fiir verschiedene VPotts-Modelle mit
¢ = 2 und ¢ = 3 simuliert. Anschlielend haben wir eine kurzen Ausblick zur Anwendung
des VPotts-Modells auf Lackagen in Fliissiggastanks in Kapitel 5| und weitere Moglichkei-
ten zur Untersuchung des VPotts-Modells in Kapitel [6] gegeben.

32



Anhang

Nachfolgend sind die Zerlegungen der Zahlen N... aus Gleichung 3.5 aufgefiihrt.

Nooao = Na — Nig — Naog + Ny1g + Nigg — Ny o — No g + Naojo + Noga — Noy
+Ni21 + Nagi — Nijo21 — Nigor + Nio1 + Noog — Nojog — Nogag — Nog

+Nig2 + Naga — Ni122 — Ni2ga + Niaa + No oo — Nojoa — Nogao (7.1)

Noago = Ny — Noy — Nag — Nio + Nyog + Nigg — Nog + Naoy + Nagg — No g
+Nag1 + Nagi + Nia1 — Ni2i1 — Nigar + Nogg — Nooir — Nagar — Noo

+Na1a + Nagz + Niz2 — Nig12 + Niggo + Nag o — Nagia — Noogo (7.2)
Nio2o = Ni2 — Ni12 — Nia1 + Niia1 + Niiza + Nigar + Nizga — N121 — Niao (7.3)
Nigoo = Nig — Nig1 — Nigo — Nig1 — Nizg + Niann + Niziz + Nizar + Niogo (7.4)
Noog1 = Na1 — N121 — Naor — Nzt — Nagi + Niiar + Nizor + Nowor + Nogag (7.5)
Nogor = Nog — Ni2.1 — Noat — Notw — Naogt + Nigir + Nigoar + Naogin + Nooo (7.6)

Nao2o = Nag — Najg — Nagg — Na o1 — Na oo + Najor + Nagor + Najoa + Nogoo (7.7)
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Naooo = Nag — Nag 1 — Naog o — Naga — Naop + Nag11 + Nagio + Nogar + Nogoo

Noozz = Nag — Ni2g — Nagg — Nij 92 — Noog + Nijo2 + Nizgo + Najoo + Nagao

Noz2o2 = Nog — Nig.g — Nag o — Naojg — Naga + Nigio + Nagia + Nigga + Nagao

N1021 = NL21 - N1121 - N1221

N1201 = N12,1 - N1211 - N1221

N1022 = N1,22 - N1122 - N1222

N1202 = N12,2 - N1212 - N1222

N2021 = N2,21 - N2121 - N2221

N2201 = N22,1 - N2211 - N2221

N2022 - N2,22 - N2122 - N2222

N2202 = N22,2 - N2212 - N2222
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