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1 Einleitung

Der Teilchentransport in eindimensionalen, offenen Kanélen findet in vielen
aktuellen Forschungsbereichen der Physik und Biologie Anwendung.

In der Biologie erfolgt zum Beispiel der Austausch von Kalium- und Natri-
umionen entlang von eindimensionalen Ionenkanélen durch Zellwinde, welche
von Membranproteinen gebildet werden. Durch funktionelle Gruppen der Pro-
teine werden die Ionen an bestimmten Platzen in den Kanédlen unterschiedlich
stark gebunden [1]. Effektiv entstehen dadurch Energielandschaften mit ver-
schiedenen Maxima und Minima [2|. Der Tonentransport durch Kanile spielt
eine wichtige Rollen bei der Reizleitung entlang von Nerven. FEin anderes Bei-
spiel ist die Bewegung von Ribosomen entlang der mRNS! wihrend der Prote-
insynthese. Sie kann als eindimensionale Bewegung approximiert werden, wobei
die mRNS die Potentiallandschaft vorgibt, in der das Ribosom als getriebenes
Teilchen wandert.

Ein Anwendungsgebiet in der Physik ist der Teilchentransport in diinnen
Schichten. Durch Ankoppeln dufserer Felder werden sich die Teilchen bevor-
zugt in eine Richtung bewegen, dabei kann die Bewegung der Teilchen ortho-
gonal zur Richtung des Feldes in guter Ndherung vernachlissigt werden. Ein
Beispiel hierfiir sind ionenleitende Gléaser, zu denen im Artikel von S. Muru-
gavel, B. Roling und A. Heuer [30, 31| aktuelle Messungen von nichtlinearen
Leitfahigkeiten veroffentlicht wurden. Gléser entstehen durch schnelles Kiih-
len einer Schmelze, wodurch die Fliissigkeit unterkiihlt wird. Bei hinreichend
hohen Kiihlraten wird verhindert, dass das System in den thermodynamisch
stabilen, kristallinen Zustand {ibergeht. Der entstehende Glaszustand ist mi-
kroskopisch durch eine gewisse Nahordnung gekennzeichnet, wobei jedoch eine
Fernordnung der Atome bzw. Molekiile wie in Kristallen fehlt. Eine Klasse
von Glésern bilden die sogenannten Netzwerkformer (SiOy, BoO3, AlyOs, .. ).
Durch Zugabe von Netzwerkmodifizierern, welche meist aus Oxiden von Alka-
limetallen (NayO, K50, LisO, ...) bestehen, steigt die Leitfihigkeit der Gléser
an. Die Alkali-Ionen werden nicht fest eingebaut, sondern sind innerhalb des
Netzwerkes frei beweglich. Kiirzlich durchgefiihrte Neutronenstreuexperimen-
te und Molekulardynamik-Simulationen weisen darauf hin, dass die Pfade der
Ionen als eindimensionale Kanéle approximiert werden konnen |3, 4|. In diesen
Kanilen besitzen die mobilen Tonen aufgrund der verschiedenartigen, lokalen
Konfigurationen umgebender Silizium- bzw. Sauerstoffatome unterschiedliche
energetische Maxima und Minima [5, 6].

In vielen Fillen kann also der Transport durch eine eindimensionale Teil-
chenbewegung in einer Potentiallandschaft beschrieben werden (siehe Abbil-
dung 1). Diese Bewegung findet streng genommen kontinuierlich statt und
kann mit Hilfe von Molekulardynamik-Simulationen untersucht werden. Die-
se rechenintensiven Simulationsmethoden kénnen ein System nur fiir wenige
Femto- bis Nanosekunden berechnen. Um in der Lage zu sein, langere Zeitska-
len zu betrachten, miissen andere Methoden verwendet werden.

In bestimmten Situationen lasst sich die kontinuierliche Bewegung durch

!messenger-RNS - Boten Ribonukleinsiure im Englischen RNA - ribonucleic acid
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Abbildung 1: Zufillige Energielandschaft mit sechs Minima, davon sind drei als Plét-
ze mit der Platzenergien €;, €;4+1 und €;42 bezeichnet. Die Barrierenenergie U; ergibt
sich in dieser Arbeit aus der Energiedifferenz des Maximums zu den Minima. Der
Abstand a zwischen den Minima wird als gleich lang gendhert und entspricht der
effektiven Sprungdistanz. Eingezeichnet ist ein Teilchen mit méglichen Sprung nach
links und rechts.

eine Sprungdynamik approximieren. Dies ist dann der Fall, wenn die Verweil-
zeit der Teilchen in den Minima um Gréfsenordnungen grofer ist als die Auf-
enthaltsdauer der Teilchen in anderen Bereichen der Energielandschaft. Die
Minima werden als Plitze bezeichnet und die Teilchen vollfiihren thermisch
angeregte Spriinge zwischen diesen Pldtzen. Die Sprungrate hiangt von der
Temperatur, den Platzenergien und der dazwischen befindlichen Barriere ab.
Die Barriere ergibt sich aus der Differenz der beiden Minima zum Maximum
(sieche Abbildung 1).

Ein wesentlicher Kernpunkt aller in dieser Diplomarbeit verwendeten Mo-
delle sind die offenen Randbedingungen. Dies bedeutet, dass die eindimen-
sionalen Kanile am linken und rechten Ende mit Teilchenreservoiren mit be-
stimmten chemischen Potentialen vergebunden sind. Ein offener Kanal bildet
die Grundlage der Untersuchung in dieser Arbeit. Die betrachteten Systeme
unterscheiden sich durch die chemischen Potentiale y;, p,, die Barrierenhéhen?
U;, die Platzenergien ¢;, ein duferes, elektrisches Feld u = aqF/kgT, die Art
der Wechselwirkung der Teilchen untereinander und die Art der Raten. In die-
ser Arbeit werden ausschliefslich die Glauber-Raten verwendet. Insbesondere
werden folgende Systeme studiert:

e Kapitel 3: Transport im geordneten Kanal ohne dufleres Feld (u;, p. # 0,
Ui =0, ¢ =0, u =0) - Die Teilchendrift entsteht durch einen Dichtegradi-
enten, welcher durch die Differenz der chemischen Potentiale Ay = p; — p,
verursacht wird. Es werden die Wechselwirkung von harten Kugeln (Hard-
Core) im Kapitel 3.1 und im Kapitel 3.2 zusétzlich die der nichsten Nachbar-
wechselwirkung betrachtet. Durch die zusétzlichen Nachbarwechselwirkungen
bilden sich Stufen in der Stromdichte als Funktion der chemischen Potentiale

’Die Barrierenhshe U; wird in dieser Arbeit des Ofteren null gesetzt. Dies bedeutet nicht, dass
die tatsichliche Differenz zwischen der in Abbildung 1 eingezeichneten Maxima und Minima null
ist. Es wird im Folgenden immer von einer Grundbarriere ausgegangen, zu der U; dazu addiert wird.



des linken und rechten Warmebades.

e Kapitel 4: Transport im geordneten Kanal mit dufierem Feld (u;, p. # 0,
Ui =0,¢ =0, u##0)- Werden Teilchen durch dufere Felder getrieben, so bil-
den sich schon bei kleinen Feldstirken Phaseniiberginge aus, welche qualitativ
gleich denen von Systemen mit starker Drift sind. Im Kapitel 4.1 werden diese
Ubergéinge im Hard-Core-Fall herausgearbeitet. Im darauf folgendem Kapitel
4.2 werden nichste Nachbarwechselwirkungen eingefiihrt, wobei die Sprungra-
ten das detaillierte Gleichgewicht hinsichtlich des grofkanonischen Ensembles
erfiillen.

e Kapitel 5: Nichtlinearer Transport im ungeordneten Kanal (u;, p, = 0,
U # 0, ¢ =0, u # 0) - Beim Anlegen starker, duferer Felder antwortet
der Strom auf eine Erhohung der Feldstirke nicht mehr linear. Dies hat zur
Folge, dass durch periodische Anregungen auch hohere harmonische Schwin-
gungen des Stroms entstehen. Die Anbindung an ein Teilchenbad sowie die
Unordnung im Kanal fiihrt zu frequenzabhédngigen Leitfahigkeiten. Die Resul-
tate des offenen Kanals stimmen im Gegensatz zu denen eines periodischen
Ringsystems qualitativ mit Experimenten iiberein. Aufterdem kénnen durch
das Verhiltnis der Leitfdhigkeiten effektive Sprungdistanzen aus dem Experi-
ment berechnet werden. Die Art der gewédhlten Raten spielt dabei ein wichtige
Rolle. So konnen beispielsweise bei den hoheren harmonischen Anteilen die
Phasen der Stromantwort so variieren, dass die korrespondierenden Fourier-
Komponenten ihr Vorzeichen wechseln.



2 Grundlegende Techniken

Im Rahmen der Diplomarbeit werden Ratengleichungen und Mastergleichun-
gen mit analytischen und numerischen Verfahren studiert, um die verschiede-
nen Modelle zu verstehen und deren Eigenschaften herauszuarbeiten. Zusétz-
lich wird dies durch die Waiting Time Monte Carlo (WTMC) Simulationsme-
thode erreicht, indem stochastische Prozesse realisiert und deren Ergebnisse
ausgewertet werden.

2.1 Mastergleichung

In dieser Arbeit werden verschiedene, offene Kanile mit N Plitzen betrachtet.
Da alle diese Systeme einem Sprungmodell auf einem eindimensionalen Gitter
zugrunde liegen, sind deren Zustdnde diskret. Ein Kanal mit drei Platzen mit
Einfachbesetzung® hat folgende M = 23 Zustinde

p(1) = (000) p(2) = (001) p(3)=(010) ... p(8)=(111)

Die Zahlentupel mit jeweils 3 Zahlen entsprechen der Besetzung der Plitze im
Kanal, wobei die Eins fiir besetzt und die Null fiir unbesetzt steht. Befindet sich
das System im thermodynamischen Gleichgewicht, ergibt sich die Wahrschein-
lichkeit, das System im ¢-ten Zustand mit der Zustandsenergie Ey zu finden,
mit py o< exp(—Ey).* Durch das Normieren aller Wahrscheinlichkeiten auf eins
folgt mit der Zustandssumme Z = 224:1 exp(—E,) die Wahrscheinlichkeit der
einzelnen pg mit
1

Py = - exp(—Ey) . (2.1)
Die Dynamik des Systems entsteht durch einen stochastischen Prozess, der es
von einem Zustand ¢ in den néchsten ¢’ anhand von Ubergangsraten I'y 4
iiberfiihrt. Dieser stochastische Prozess wird durch die Mastergleichung be-
schrieben

M

Pl S o) Tusl) ~ o) Tuw] - (22)
¢'=1, pF£¢’

,»IUs gibt grundsatzlich zwei verschiedene Vorgehensweisen, einen stochastischen
Prozek, der durch eine Master-Gleichung beschrieben werden kann, numerisch
zu behandeln. Man versucht entweder die Master-Gleichung direkt, d.h. die
Gleichung fiir die Dichteverteilungen zu 16sen, oder man simuliert den sto-
chastischen Prozefs, d.h. man 14t ein Teilchen (oder gleich eine gewisse An-
zahl von Teilchen) mit den gegebenen Ubergangsraten von Zustand zu Zu-
stand springen. Aus geniigend vielen solcher Realisierungen kann man dann
die gewiinschten statistischen Griofen berechnen.“® Das Realisieren eines sto-
chastischen Prozesses durch Monte-Carlo-Simulation wird im Kapitel 2.3 und

3Jeder Platz kann nur einfach besetzt werden, die Teilchen besitzen harte Kerne (Hard-Core).

“Alle Energien werden in dieser Arbeit grundsitzlich in Einheiten von kT angegeben. Daher
entfillt stets die Normierung auf die thermische Energie.

"Honerkamp: Stochastische Dynamische Systeme [7], S. 111



2.4 beschrieben. Im Folgenden wird auf das numerische Losen der Differenti-
algleichung (2.2) fiir zeitlich konstante Ubergangsraten eingegangen. Wird der

Vektor P eingefiihrt, dessen M Elemente den einzelnen py entsprechen, so lasst
sich die Gleichung (2.2) in eine Matrixschreibweise

P=TP (2.3)

umformen. Die Matrix T enthélt in den Nichtdiagonalelementen die Terme
Ty, 4 = 'y 4 und in der Diagonalen den Term

M
Tpo=— > Tog. (2.4)
¢=1, pF£¢’

Durch den Ansatz éexp(—)\i t) wird die Losung der Mastergleichung durch
die Berechnung der Eigenwerte \; und den dazugehérigen Eigenvektoren P,
bestimmt

P(t) = Zﬁiexp(_)\i t). (2.5)

Anhand Definition der Mastergleichung (2.2) ist ersichtlich, dass die Summe
der Elemente iiber eine Spalte von T null ergibt

M
> Tpy=0 V4. (2.6)
o=1

Dadurch hat die Matrix 7" einen Rangabfall von mindestens eins. Es existiert
demnach mindestens eine nichttriviale Losung des homogenen Gleichungssys-
tems. Diese Losung ist der stationédre Zustand Pi, des Systems, der dazuge-
horige Eigenwert Ag.¢ ist null.
Die Stationaritat wird durch

M

> Ty — i Ty =0 (2.7)

=1, p7#¢’

ausgedriickt. Der Strom in einen Zustand ist gleich dem Strom aus ihm hinaus.
Sind die einzelnen Summanden aus Gleichung (2.7) sogar null

pz)qu . F(b, ¢ ngu . F¢/7¢ = 0 s (28)

so wird vom detaillierten Gleichgewicht (detailed balance) gesprochen. Dies hat
zur Folge, dass die Matrix 7" symmetrisch und damit diagonalisierbar ist. Daher
lasst sich einen vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren P; finden,
alle Eigenwerte sind reell.® Wird die Gleichung (2.1) in die Gleichung (2.8)
eingesetzt, so folgt eine Bedingung fiir das Verhéltnis von Hin- und Riickrate

|
— 29 — exp(—AE) . (2.9)
Ly s

Svgl. [7] S. 112



In dieser Arbeit wird haufig auf dieses Verhiltnis bezug genommen, indem
Raten verwendet werden, ,die das detaillierte Gleichgewicht erfiillen®.

Aus der Losung der Mastergleichung 2.5 berechnet sich die mittlere Beset-
zungsdichte (nl> des i-ten Platzes aus

stat M, = 1, wenn n; = 1 im Zustand ¢
Zp i, { N6 = O, sonst. (2.10)

Die Korrelationen zwischen den einzelnen Plidtzen errechnen sich folglich aus

ZPSW Mivs " M, - (2.11)

Im Allgemeinen gilt

<n2(t) nj t+At > Z Z stat | (b (b At) MNi,¢ - Nj, ¢ - (212)

=1 ¢'=1

Hierbei beschreibt die Greensche Funktion W (¢, ¢/, At) die Ubergangswahr-
scheinlichkeit vom Zustand ¢ in den Zustand ¢’ in der Zeit At.

In einem Kanal mit N Plidtzen und Hard-Core-Wechselwirkungen ist die An-
zahl der méglichen Zustinde 2. Daraus ergibt sich eine 2V x 2V Matrix.
Daher sind mit Hilfe der Mastergleichung nur relativ kleine Kanéle in einem
sinnvollen Zeitaufwand berechenbar (N < 15).

Die Mastergleichung liefert die vollstindige Losung des Systems. Sie ist aber
fiir grofe Systeme oder Systeme mit zeitlich verdnderlichen Raten sehr rechen-
intensiv.

2.2 Ratengleichungen

Da das numerische Losen der Mastergleichung sehr rechenintensiv ist, werden
durch Niaherungen leichter berechenbare Ratengleichungen fiir die Besetzungs-
dichten (n;) erstellt. Dies ist wichtig, um die grofe Anzahl an Differentialglei-
chungen zu reduzieren. Im Rahmen dieser Diplomarbeit werden die Platzkor-
relationen mit

(ninj) = (n3) (n;) = 0 (2.13)
gendhert. Diese Naherung gilt exakt fiir freie Teilchen. Sie kann aber auch fiir
Systeme mit Hard-Core-Wechselwirkung verwendet werden (siche Kapitel 3.1
und 4.1). Fiir Systeme mit nichster Nachbarwechselwirkung sind die Korrela-
tionen grof, so dass die Ndherung (2.13) nicht mehr giiltig ist (siehe Kapitel
3.2 und 4.2).
Fiir Sprungmodelle auf einen eindimensionalen Gitter mit N Plitzen, auf dem
nur Spriinge zu Nachbarplitzen erlaubt sind, reduziert sich die Masterglei-
chung (2.2) unter der Ndherung (2.13) zu N Ratengleichungen. Fiir ein freies
Teilchen auf einem Ringsystem (mit (n;) = n; und n; = n;y ) gilt

2 = nia () TE() — @) [T7 O+ THO)] () T2, . (214)

10



I ist die Ubergangsrate fiir einen Sprung nach links vom i-ten Platz aus und
[} nach rechts. Die Ratengleichungen des gleichen Ringsystems mit Hard-

Core-Wechselwirkungen sehen wie folgt aus

i =mn; 1 (L—n;) T —n; [(1 —ni—1)I7 + (1= ”z’+1)FZL] + (1 —ni) - Ty

(2.15)
Diese Gleichungen bilden ein System von N gekoppelten Differentialgleichun-
gen und lassen sich zum Beispiel mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens 16sen.
Dadurch kénnen schnell und elegant qualitative Aussagen {iber ein System
getroffen werden, sofern im System keine Korrelationen auftreten.

2.3 Monte Carlo Simulation - Metropolis Algorithmus

Monte Carlo (MC) Simulationen dienen dazu, stochastische Prozesse zu reali-
sieren, die durch eine Mastergleichung beschrieben werden.” Im Gegensatz zum
numerischen Losen der Mastergleichung (Kapitel 2.1) kénnen MC Simulationen
auch fiir groflere System verwendet werden. Es miissen auferdem keine Mean-
Field-Naherungen (2.13) wie bei den Ratengleichungen eingegangen werden
(Kapitel 2.2). Eine der einfachsten Moglichkeiten, eine MC Simulation durch-
zufiithren, ist durch den Metropolis-Algorithmus gegeben, der im Folgenden
betrachtet wird. Die Ubergangsrate I ist definiert durch

<
B { 1, wenn AE <0 (2.16)

exp(—AE/kgT), sonst.

Das Verhiltnis von Hin- und Riickrate erfiillt das detaillierte Gleichgewicht
(siche Gleichung (2.9)). Die einzelnen Schritte eines dynamischen Simulations-
algorithmus werden anhand eines Kanals mit K Teilchen beschrieben:

1. Zufélliges Aussuchen eines der K Teilchen

2. Zufilliges Aussuchen eines Prozesses, den dieses Teilchen vollfiihren kann®
3. Berechnen der Energiedifferenz AE = Ey — E, fiir diesen Prozess

4. e Ist die entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit eins, so wird der

Prozess ausgefiihrt.

e Sonst wird eine Zufallszahl zwischen null und eins gezogen und der
Prozess ausgefiihrt, falls die gezogene Zufallszahl kleiner gleich dem
Wert der Ubergangswahrscheinlichkeit ist, ansonsten wird der Pro-
zess verworfen.

Wenn diese Schritte K-mal wiederholt wurden, wird von einem Monte Carlo
Schritt gesprochen. Dabei ist es irrelevant, ob tatsdchlich jedes Teilchen einmal
ausgewahlt wurde oder manche Teilchen mehrfach.

Tvgl. [7] S. 111
8zum Beispiel ein Links- oder Rechtssprung vom i-ten auf den (i F 1)-ten Platz

11



In Systemen mit groken Energiedifferenzen AE > 1 kgT oder bei tiefen Tem-
peraturen wandern die Teilchen jedoch schnell in die Minima der Energieland-
schaft. Die Raten, die aus diesen Zustédnden herausfiihren, sind sehr klein. Da-
durch werden die dazu gehorigen Prozesse meistens verworfen. Der Metropolis
Algorithmus kann unter diesen Umstanden extrem viel Rechenzeit benotigen,
um die Dynamik des System zu erfassen. In diesen Fillen werden anstelle
des Metropolis Algorithmus geeignetere Algorithmen wie kinetische MC oder
Waiting Time MC verwendet.

2.4 Waiting Time Monte Carlo Simulation (WTMC)

Die zeitliche Verteilung, in der ein Elementarprozess mit der Rate vy stattfin-
det, entspricht V (t) = v exp(—~ t) fiir konstante Raten. Grofe Raten fithren
dadurch hiufig zu kurzen Ubergangszeiten und kleine Raten zu langen.

Um den WTMC Algorithmus zu erkléren, wird ein System zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt betrachtet:

1. Bestimmung aller moglichen Prozesse und deren Raten
2. Ziehen zufilliger Zeiten® fiir jeden Prozess

3. Ausfithren des Prozesses mit der kiirzesten Zeit t,;, - Diese Prozesse
werden bevorzugt ausgefiihrt, weil Prozesse mit hoheren Raten im Mittel
kleinere Ubergangszeiten besitzen.

4. Erhchen der Zeit im System um ¢,

5. Da jeder Zustand als Anfangszustand einer neuen Simulation betrachtet
werden kann,'® wird wieder mit Schritt eins begonnen.

Fiir nicht wechselwirkende Teilchen bietet sich eine mdgliche Alternative zu
Schritt 2 an, wenn das System als Summe voneinander unabhingiger Prozesse
bzw. Teilsysteme aufgefasst wird. Durch das Ausfiihren des schnellsten Prozes-
ses werden die anderen nicht beeinflusst. Da die Zeit nach dem Ausfiihren um
tmin voran geschritten ist, betragt die Zeit der anderen Prozesse jetzt t; — tin.
Im n#chsten Schritt entfillt das Berechnen der Raten und das Ziehen neuer
Zufallszeiten, was im Allgemeinen sehr rechenintensiv ist.

Das Ziehen neuer Zufallszeiten fiir alle Prozesse und das Beibehalten der
Zeiten unverdnderter Prozesse beschreiben die gleiche Dynamik. Das liegt an
der Eigenschaft der hier betrachteten Markov-Ketten. Sie sind unabhéngig von
ihrer Vorgeschichte. Es kann einerseits ein Algorithmus gew#hlt werden, der
pro MC Schritt nur ein Element der Kette erzeugt, also jedes mal alle Zeiten
neu zieht. Mit anderen Worten, jeder Zustand wird als neuer Startpunkt des
Systems betrachtet. Andererseits kann ein Algorithmus benutzt werden, der
mit einmaligem Ziehen mehrere Elemente der Markov-Kette erzeugt. Dies ist
auch dann giiltig, wenn durch einen ausgefiihrten Prozess neue entstehen, da

9Das Ziehen einer exponentiell verteilten Zufallszahl kann im Anhang C nachlesen werden.
¥Djies liegt an der Eigenschaften von Markov-Ketten erster Ordnung.
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diese neu entstandenen Prozesse wieder unabhangig von den anderen betrach-
tet werden koénnen.

Jedes System kann als Zusammensetzung vieler Teilsysteme dargestellt wer-
den. Da diese Teilsysteme unabhiingig voneinander jeweils mit dem auf Seite
12 dargestellten Schritt 2 oder mit dem dazu alternativen Schritt behandelt
werden kénnen, kann ein Simulationsprogramm eine Kombination aus beiden
Schritten verwenden.

Das Wegfallen und Entstehen von Prozessen wird anhand von Wechselwir-
kungen genauer erklart. Wechselwirkungen fithren dazu, dass eventuell meh-
rere Prozesse wegfallen und entstehen, wenn ein Prozess ausgefiihrt wird. Im
Hard Core Fall ist dies offensichtlich, wenn der Zustand 101 in den Zustand
110 iibergeht. Vorher konnten beide Teilchen in die Mitte springen. Nach dem
Sprung ist dies dem ersten Teilchen nicht mehr mdoglich. Bei Nachbarwechsel-
wirkungen'! wird diese Verkettung von Prozessen grofer. Nach einem Sprung
von 1001 nach 1010 ist der Sprung des linken Teilchen nach rechts nicht mehr
moglich. Es ist aber eine neue Sprungmoglichkeit des linken Teilchen nach
rechts mit einer anderen Rate vorhanden. Fiir diesen neuen Prozess muss eine
neue Zeit generiert werden.

Der Vergleich von Korrelationen, Besetzungs- und Stromdichten, die aus
beiden Methoden'? fiir verschiedene Systeme!? ermittelt wurden, zeigt, dass
beide Algorithmen nur statistische Unterschiede aufweisen. Diese Schwankun-
gen liegen in der gleichen Grokenordnung, wie die Abweichungen zu Ergeb-
nissen aus kinetischer MC Simulationen oder zu Ergebnissen aus numerischen
Losen der Ratengleichungen'* bzw. der Mastergleichung. Diese geringen sta-
tistischen Abweichungen beweisen, dass die WTMC die untersuchten Systeme
richtig simuliert und verléssliche Ergebnisse liefert.

Die WTMC bietet die Moglichkeit zeitabhdngige Raten zu nutzen. Im An-
hang C wird eine, im Rahmen dieser Diplomarbeit entstandene, technische
Realisierung geboten. Mit dieser konnen zuféllige Zeiten aus zeitabhdngigen
Raten gezogen werden. Weitere Informationen, sowie Ideen und Anregungen
zum Programmieren einer WTMC sind im Anhang D enthalten.

"Dies sind die Wechselwirkungen zwischen benachbarten Teilchen.

2einerseits der in der Aufzihlung auf Seite 12 beschriebene Schritt 2 und andererseits der dazu
alternative Schritt

I3TASEP, offener Kanal mit V,,, = 0 und Vi > 0

Yfiir Vi, = 0
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3 Transport im geordneten Kanal ohne dufieres Feld

Dieses Kapitel behandelt den offenen Kanal, in dem jeder Platz nur einfach
besetzt werden kann. Da weder dufere Felder (v = 0), noch Energie- (¢; = 0)
oder Barrierenunordnung (U; = 0) betrachtet werden, sind Links- und Rechts-
sprungraten gleich (I't = T"'7). Dieses System wird daher hiufig als symmetric
simple exclusion process (SSEP) oder allgemeiner als symmetric exclusion pro-
cess (SEP) bezeichnet. Sie werden schon seit lingerem in der mathematischen
(F. Spitzer 1970) und physikalischen (P. M. Richards 1977) Literatur behan-
delt. Verbindungen zu Teilchenbddern werden wie im TASEP meist iiber deren
Dichten prinks, rechts definiert (siehe zum Beispiel [8, 9]). Wie im Artikel von Der-
rida [10] werden in dieser Diplomarbeit die Teilchenbéder durch ihr chemisches
Potential charakterisiert. Jedoch wird ein allgemeinerer Ansatz gewdhlt, der
es ermoglicht, auch Wechselwirkungen und &ufsere Felder exakt zu behandeln.
Allgemein ausgedriickt gibt das chemische Potential an, wie viel Ener-
gie ein Prozess benétigt, um einem System ein Teilchen hinzuzufiigen. Diese
Energie wird als Differenz der Hamilton-Operatoren mit und ohne Teilchen
(Hwt — Hor) erhalten. Der Hamilton-Operator ergibt sich fiir den offenen,
eindimensionalen Kanal mit
N N
=1

4 Jj=t

Vi; beschreibt die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Teilchen auf den
Platzen ¢ und j, ¢; die Energie des i-ten Platzes, u; das Potential eines du-
fseren Feldes und n; den aktuellen Besetzungszustand des Platzes i.

Die Teilchenbédder am linken und rechten Rand des Kanals besitzen fest vorge-
gebene chemische Potentiale fiins und fireents. Diese gehoren zu den Randbe-
dingungen des Systems. Die Energiedifferenz fiir den Sprung eines Teilchen in
den Kanal hinein berechnet sich aus der Differenz des vorgegeben chemischen
Potentials des Bades i, , und der Differenz der beiden Hamilton-Operatoren
mit und ohne Teilchen (H,,r — H,r). Das Verhéltnis von Rein- zu Raussprun-
grate’® (hier die des linken Randes) geniigt dem detaillierten Gleichgewicht
(siche Gleichung (2.9))

T rr =
2% —exp (uz—(HmT—HoT)) = exp (Ml_fl_ul_znivl,i> - (3.2)
i—2

Tras  Ij

Dieser Ausdruck vereinfacht sich fiir Nachbarwechselwirkungen. Fiir ein Sys-
tem ohne Nachbarwechselwirkungen und ohne dufieres Feld werden fiir ¢; y =
0 die gleichen Randbedingungen wie aus bereits erwdhntem Artikel von Der-
rida [10] erhalten.

Um aus dem Verhéltnis von Hin- zu Riickrate die Raten selbst zu berech-
nen, konnen mehrere Ansitze gewahlt werden. In dieser Diplomarbeit wird

'5Reinsprungrate bezeichnet die Rate fiir einen Sprungprozess aus dem Teilchenbad in den Kanal
hinein und die Raussprungrate vom Kanal in das Teilchenbad hinaus
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Abbildung 2: Vergleich zwischen Metropolis-Raten (I' = 1 fiir Ae < 0, sonst I' =
exp(—Ae¢)) und Glauber-Raten (mit 2y exp(—U;) = 1). Beide Raten haben den
selben Grenzwert fiir Ae — +oo.

IS + T = 27 - exp(—U;) verwendet und mit I'; /T, ; = exp(—Ae) folgt

IF = (27 exp(=U3))/ (1 + exp(=Ae)) = 700 exp(=U%) [1 Hanh(%)]

Tin = (29 exp(=U;)) /(1 +exp(Ae)) = voo exp(=Ui) [1 — tanh (%)] .
(3.3)

Das sind die Glauber-Raten [11]. Es gilt " (AFE) = I''(—AE). Die Hinrate
['* strebt fiir Ae — —oo gegen 27, exp(—U;) und fiir Ae — oo gegen null.
Abbildung 2 zeigt den unterschiedlichen Verlauf von Metropolis-Raten (siehe
Kapitel 2.3) und Glauber-Raten.

Die chemischen Potentiale p, und p; spannen einen Phasenraum auf entspre-
chend der Raten o und 3 im TASEP Modell (siche Kapitel 4).

3.1 Hard Core Wechselwirkung

Die Hard Core Wechselwirkung ist eine einfache Art der Wechselwirkung zwi-
schen Teilchen. Das Potential fiir Spriinge auf einen bereits besetzten Platz ist
unendlich hoch. Da es aufier der Kernwechselwirkung keine andere Wechsel-
wirkungen gibt, springen Locher mit der selben Dynamik wie Teilchen. Thre
Energie- und Potentiallandschaften weisen allerdings einen Vorzeichenwechsel
auf. Es wird daher keine Brechung der Teilchen-Loch Symmetrie erwarten.

3.1.1 Gleichgewicht

Uber die grofkanonische Zustandssumme kann das grofkanonische Potential
und weiter ein Ausdruck fiir das chemische Potential in einem Kanal mit Hard-
Core-Wechselwirkungen hergeleitet werden. Die Zustandssumme lautet

Zok = Zexp(—ap + Nop) = Z (Zexp(—e¢ + lu)) : (3.4)
=1 =0 ¢=1
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Summiert wird auf der linken Seite der Gleichung (3.4) iiber alle M Zusténde.
Die Summation iiber ¢ auf der rechten Seite der Gleichung (3.4) lduft iiber alle
M’ Zustdnde mit jeweils [ Teilchen. N ist die Platzanzahl und dementsprechend
auch die maximale Anzahl an Teilchen. Die Gesamtanzahl M an Zustdnden
ist demnach M = 2V. ¢4 ist die Energie des ¢-ten Zustandes, ¢; die Energie
des i-ten Platzes und n; , die Besetzung des i-ten Platzes im Zustand ¢. Mit

o =N einiound YN n; 5 =1 folgt

M’ N

ZGK—Z<ZeXp<Z ez+unl¢)) Zexp(z i M)

=1

N

= H (Zexp —€ + u)ni,¢)> : (3.5)

Mit Hilfe der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion ergibt sich

o =11 (i) 59

Das grokkanonische Potential Q2 = —kpT In(Zgk) wird zu

0= —ﬁ;l <1—|—exp ) Zln <1+exp ,u)) (3.7)

1=

Daraus kann die mittlere Teilchendichte berechnet werden

1 092

(n) = TNop (3.8)

fiir den geordneten Fall (¢; = 0) folgt

4=In (1 £n<>n>> . (3.9)

Dies bietet die Moglichkeit, die Ergebnisse der WTMC Simulationen und die
der numerischen Losungen der Mastergleichung fiir das thermische Gleichge-
wicht (p; = p,) zu tiberpriifen.

Im TASEP Modell (siehe Kapitel 4) werden die Randbedingungen durch die
Besetzungsdichte des nullten und des (N+1)-ten Platzes festgelegt. Mit Hilfe
der Gleichung (3.9) kann ein Zusammenhang zwischen «, 5 und gy, p, herge-
stellt werden.

3.1.2 Getriebene Systeme

In diesem Unterkapitel werden mit der WTMC Methode Besetzungs- und
Stromdichte-Diagramme in Abhéngigkeit von y; und p, berechnet. In der Ab-
bildung 3 sind in beiden Diagrammen Gebiete hoher, mittlerer und niedriger
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Abbildung 3: MC-Simulation: offener Kanal mit 10 Platzen, ¢; = 0, ohne Wechsel-
wirkung, (a) mittlere Besetzungsdichte, (b) mittlere Stromdichte
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Abbildung 4: Korrelation (n;n;) — (n;)(n;) aufgetragen fiir ein geordnetes System
mit = pir =0

Besetzungs- bzw. Stromdichte!® deutlich erkennbar. Aufgrund der symmetri-
schen Sprungbedingungen ist zur Achse p; = p, der Teilchenstrom punkt-
symmetrisch zu 7 = 0 und die Besetzungsdichte spiegelsymmetrisch zu einer
Ebene, die aufgespannt wird durch die (n)-Achse und die Gerade p; = p,.
Die Besetzungsdichte verhilt sich punktsymmetrisch zu n = 0.5, sofern die
Vorzeichen beider p negiert werden. Der Strom ist in diesem Falle punkt-
symmetrisch zu j = 0. Daraus folgt, dass kein Teilchen-Loch-Symmetriebruch
vorliegt.

Um Mean-Field-Ratengleichungen verwenden zu kénnen und dadurch die
Resultate aus den WTMC Simulationen bestdtigen zu konnen, muss zunéachst
untersucht werden, wie stark die Korrelationen im System sind. Abbildung 4
zeigt die Besetzungskorrelation!” zwischen Platz ¢ und j. Auf der Diagonalen
i = j ist der Wert (n;)(n?) = 0.25 (fiir y; = p, = 0) aufgetragen. Die Korrela-
tionen sind sehr schwach und kénnen daher vernachlassigt werden. Die Mean-
Field-Ratengleichungen fiir den offenen Kanal lauten (mit (n;) = n; und I'F

'6Stromdichte in Einheiten von v/a* = 1 mit v als Grundrate und a? als Einheitsfliche
1"Weitere Diagramme siche Anhang B Abbildung 24.
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Abbildung 5: Verhéltnis der Stromdichte mit N = 4 zu N = 8, fiir y; = p, wurde
das Verhiltnis 8/4 eingesetzt. a: MC-Simulation, b: Ratengleichungen

als Sprungrate vom i-ten auf den (i + 1)-ten Platz)

i =ni 1 (1 —ng) T —n [(1 —ni-)ly + (1 - nHl)Fﬂ + i1 (1 =)y
(3.10)

Mit Fli = 2%0/(1 +exp(te; F p,l)) und I'* = 2%0/(1 + exp(tey F /L,,)) folgt
fiir die Randbedingungen'®

’le = nN,1<1 — nN)inl — Ny [(1 — anl)F& -+ F;:| —+ (1 — nN)Fj .
(3.11)

Die Abbildung 25 im Anhang B zeigt die Stromdichte- und Besetzungsdichte-
Diagramme. Ein Vergleich zu denen, welche mit der MC Simulation gewon-
nen wurden (siche Abbildung 3), verdeutlicht die gute Ubereinstimmung der
Ergebnisse von Ratengleichungen und WTMC Simulation.

Im Kapitel 3.1.3 wird wihrend der analytischen Betrachtung des offenen
Kanals eine Abhéngigkeit des Stromes von der Platzanzahl N festgestellt. MC
Simulationen (Abbildung 5(a)) und Ratengleichungen (Abbildung 5(b)) zeigen
das Verhéltnis der Strome mit vier zu acht Pldtzen in Abhéngigkeit von py ,.
Das Verhéltnis der Stromdichten entspricht dem umgekehrten Verhéltnis der
Platzanzahlen. Die grofen Abweichungen vom Verhéltnis von acht zu vier in
der Abbildung 5(a) sind im Bereich des j, 11, Phasenraumes am stérksten, in
dem die Stromdichte nahe zu null ist. Da durch kleine Zahlen dividiert wird,
wirken sich statistische Schwankungen sehr stark aus. In den Abbildungen 26
und 27 im Anhang B sind weiter Kurven dargestellt.

3.1.3 Analytische Rechnung

Ausgehend von den Mean-Field-Ratengleichungen 3.10 und 3.11 ldsst sich die
stationdre Stromdichte analytisch berechnen. Befindet sich der offene Kanal

18 F+

lLr

ist die linke/rechte Reinsprungrate und I'; . die linke/rechte Raussprungrate.
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im statischen Zustand'?, so miissen die Teilchenstréme zwischen benachbarten
Platzen gleich sein. Durch die N+1 Barrieren konnen ebenfalls N+1 Gleichun-
gen fiir die Stromdichte aufgestellt werden. Fiir ein geordnetes System mit der
Grundrate I' folgt (mit (n;) = n;)

jO,l = Fl—i_(]. — ’I’Ll) — Fl_nl
ji,iJrl = T [nz(l - ni+1) - ni+1(1 - n1>i|
v = —TF1—ny)+T,ny . (3.12)

Im stationdren Fall (j; = j) gilt

F;r(l — Tll) — F;nl =TI |:Tll(1 — ni+1) — ni+1(1 — nl)} = —F;r(l — TLN) + F;HN s

(3.13)
wobei F+ die linke /rechte Reinsprungrate und I'; . die linke /rechte Raussprun-
grate 1st Anhand des mittleren Terms ist der hneare Zusammenhang zwischen
der Besetzungswahrscheinlichkeit n; und der Platzzahl i erkennbar. Da der
mittlere Term der Gleichung 3.13 fiir ¢ = 1 und fiir « = N — 1 gelten muss,
folgt n;(1—mn;11) —nip1(1—n;) = ny—ni1 = A und weiter ny = ny+ (N —1)A.
Aus

A:

(1 — -I'y 1
i ”11) L — [ = 1) (3.14)

folgt weiter

FF(1—n)—T;n = =Tf[1=ni+(N=1DA,] +T, [n1— (N-1)A,]
N -1
If—n (D +07) = I [1—n + T(Fl+ —m(T) +17))]
N -1
+I, [ — T(Fl+ —ni (I +17))]
+ S N1y =\(T+ -
= nl[Fr +Fr +T(Fl +Fl )(F'I‘ +Fr )}
N -1 N—-1_,
~Tr1+ Trf) - Trm :

Durch Umstellen nach n; ergibt sich

r+(1+N—1P)+F+(1+ R
O+ + 0+ + 22 (F++F )T +T;)

(3.15)

ny =

Die Stromdichte errechnet sich durch Einsetzen von n; in Gleichung (3.13)

rf F——P*F+
Df+0 + T+ + 52T +0) T+ 1)

j= (3.16)

9Der statische Zustand ist ein zeitlich konstanter Zustand und beinhaltet dadurch auch die
Gleichgewichtszusténde, jedoch nicht alle stationdren Zustdnde. Stationédre Zusténde zeichnen sich
durch p;(t) = pi(t + T) aus. Ein periodisch angeregtes System kann daher auch in den stationédren
Zustand iibergehen.
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Bei Glauber-Raten gilt fiir Hin- und Riickrate I'" + '~ = 2I" und damit kann
weiter vereinfacht werden zu

_ O -nry
n AT'N '

Dies zeigt eine 1/N Abhéngigkeit des Stromes, welche im Kapitel 3.1.2 durch
Simulationen und numerischen Rechnungen belegt wurde. Sie ist auf den li-
nearen Abfall der Besetzungsdichte iiber den Kanal zuriickzufiithren und ver-
schwindet im Grenzwert fiir N — oo.

Trotz der Verwendung der Mean-Field-Ratengleichungen stimmen die ana-
lytischen Ergebnisse fiir die Stromdichte mit den bereits gewonnen Daten aus
MC-Simulation und Ratengleichungen sehr gut iiberein. Im Anhang B (Abbil-
dung 28) ist die Differenz zwischen analytischen und numerischen?® Ergebnis-
sen dargestellt.

Fiir das Gleichgewicht py = p,. (I =T;F =T, I, =T, = T'"") kann Glei-
chung (3.15) mit ny = (n) umgeformt werden zu
1+ 8207) + T (14 2T

22— + p(I't +1'7)2

-+
T Trar- (3.18)

Fiir Sprungraten, die das detaillierte Gleichgewicht (I'" = I'~ exp(pu)) erfiillen,
folgt die bereits oben hergeleitete und bekannte Formel (3.9)

)

Die mittlere Besetzungsdichte (n) im Kanal ergibt sich aufgrund des linearen
Zusammenhang aus

1 N
:N;m—

Wird fiir A die Gleichung (3.14) eingesetzt, folgt

(3.17)

(n) =

( —(i—1) ) - %(an—%(N%N)A) . (3.19)

Mz

i=1

N -1 N -1 N -1
(n) = nl—T<F+(1 1) — Fl_m) — n1<1+ o (T 4Ty )) ~= =T
(3.20)
Durch Einsetzen und Vereinfachen von Gleichung (3.15) entsteht
F++F+—{—N 11—‘+F+—|— F+F + &1 F rr
(n) = = - (3.21)
T +1, +0 40 + 2L (r +r)(rr+rr)
und speziell fiir Glauber-Raten
TF+TF + 52T + 20T 4+ 52T, r;
(n) = (3.22)
4FN

20MC-Simulation sowie Ratengleichungen
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Ebenso wie die analytisch berechnete Stromdichte stimmt auch die mittlere
Besetzungswahrscheinlichkeit mit den numerischen Losungen iiberein (siche
Abbildung 29 im Anhang B).

Auf der Linie y; = p, = p befindet sich das System im thermischen Gleich-
gewicht, es gilt (n) = exp(u)/[1 + exp(p)]. Die Dichte folgt einer analytischen
Funktion, welche stetig ableitbar ist. Unter der Annahme von Mean-Field-Ra-
tengleichungen wurden fiir den offenen Kanal die analytischen L&sungen fiir
die Besetzungs- und die Stromdichte auch im Nichtgleichgewicht hergeleitet.
Da die Herleitungen fiir generelle Raten gilt, kann keine allgemeine Aussage
iiber die Stetigkeiten getroffen werden. Jedoch sind die Formeln fiir Glauber-
Raten hinreichend stetig differenzierbar. Daher existieren fiir diese Raten keine
Phaseniibergéinge in der Strom- und Besetzungsdichte im offenen, geordneten
Kanal mit Hard Core Wechselwirkung.

Im ungeordneten Fall fallt die Dichte nichtlinear iiber dem Kanal ab, da-
her kdnnen die N-1 quadratischen Gleichungen fiir die Strome im Kanal nicht
mehr zusammengefasst werden. Um ungeordnete Systeme dennoch analytisch
betrachten zu kénnen, muss eine starke Nidherung eingegangen werden: n;(1 —
ni+1) = n; fiir n; < 1. Die Hard-Core-Wechselwirkung werden vernachlés-
sigt und freie Teilchen betrachtet. Fiir einen offenen Kanal ergeben sich N+1
Strome zwischen den einzelnen Plitzen

Joa = I —Iym (T /T = exp(u — 1))
INN41 = Iony =T (T /T, = exp(pr — en))
Jiivr = Ding— Iinigr (3.23)

Fiir den statischen Zustand (j; = jg) konnen die N Besetzungsdichten sowie
der Strom berechnet werden. Es folgt

explju) — exp() |
exp(y1r) /T -+ exp(u) T + L o(explen) /T

Die einzelnen Besetzungswahrscheinlichkeiten kénnen rekursiv berechnet wer-
den.
Im Folgenden wird ein System im Gleichgewicht genauer betrachtet, um zu
untersuchen wie gut die Ndherung n;(1 — n;+;) = n; ist. Im Hard-Core-Fall
gilt (n) = 1/(1 + exp(—p)). Im System mit freien Teilchen héingt n; =
[ /T = exp(n— €1) aber exponentiell von p ab. n;(1—n;+) = n; gilt nur fiir
exp(u) ~ exp(u)/(exp(u)+1) und somit fiir exp(u) < 1. Dies entspricht einem
chemischen Potential von p < —2.5kgT. In diesem Bereich (uy, p, < —2.5kpT)
ist die Strom- und die mittlere Besetzungsdichte nahezu null. Die Glauber-Ra-
ten verdndern sich am stérksten fiir Energiedifferenzen im Intervall [—3, 3]kgT.
Die Uberschneidung mit dem Bereich, in dem die Niherung gilt, ist zu klein.
Daher kann dieser Ansatz nicht genutzt werden, um numerische Rechnungen
beziiglich Barrierenunordnungen analytisch zu bestétigen.

Im Folgendem wird auf Unterschiede zwischen freien Teilchen und dem Ein-
teilchen-Modell, welche beide im Kapitel 5 verwendet werden, eingegangen. Im
Einteilchen-Modell gilt 1 = vazl n;. Diese Normierung ist fiir offene Systeme

Jst = (3.24)
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Abbildung 6: offener Kanal mit Wechselwirkung, dargestellt sind drei verschiedene
Prozesse mit den Raten von links nach rechts: I'(Ae + V,,,), I'(Ae — V) und I'(Ae)

nicht zuldssig.

Betrachtet wird ein beliebiges Sprungsystem?!, dessen Raten das detaillierte
Gleichgewicht erfiillen und das eine oder mehrere Verbindungen zu einem Teil-
chenbad besitzt. Im statischen Zustand ohne duferes Feld liegt das chemische
Potential?? von jedem Platz zwischen pipi, und figay. Wenn der k-te Platz an
das Bad mit i, angebunden ist, so gilt fiir ¢, = 0

JBad,k = [T — ), TS < 0 (3.25)
Es folgt ng > T /T = exp(fimin) und weiter fiir beliebiges 4

n; > eXP(fimin) ni < exp(fimax) - (3.26)

Letztere Gleichung ergibt sich aus Analogiebetrachtung mit fi.,. Dieses Er-
gebnis gilt auch fiir Barrierenunordnungen.

Im geschlossenen System ist aufgrund der Randbedingung 1 = sz\il n; ei-
ne nachtragliche Normierung der Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir beliebi-
ge Teilchenanzahlen moglich. Im offenen Systemen gehort die Teilchenanzahl
nicht zu den Randbedingungen. Sie wird aus der Losung des Systems erhalten.

3.2 Na&achste Nachbarwechselwirkung

Die nichste Nachbarwechselwirkung stellt eine Naherung der Coulomb-Wech-
selwirkungen fiir grofe Abstédnde zwischen den Platzen dar. Die Abstofung
der Teilchen untereinander beruht auf einem Potential, das durch die Né-
he der Teilchen zueinander bedingt ist. Die Abstédnde der Plitze werden alle
gleich grofs gewdhlt. Somit ergibt sich ein einheitlicher Energiebetrag V,,, fiir
die Nachbarwechselwirkung. In der Abbildung 6 ist die Potentialdifferenz der
eingezeichneten Prozesse von links nach rechts Ae + V,,,,, Ae — V,,,, und Ae.

3.2.1 Gleichgewicht

Die Richtigkeit der MC-Simulationen kénnen im Gleichgewicht (y; = p,.) iiber-
priift werden, indem das in den Randbedingungen vorgegebene chemische Po-
tential mit dem aus den Simulationen berechnete verglichen wird. Es werden
im Folgenden zwei Moglichkeiten gezeigt das Potential aus den Resultaten der

212.B. ein Kanal oder Ring
22mit fimax, fimin als groRtem /kleinstem chemisches Potential aller angebundener Teilchenbiider

22



Simulation zu berechnen.

Die erste Moglichkeit verwendet das Dichtefunktional aus dem Artikel von
Heinrichs et al. [14]. Das Funktional (siehe Gleichung 6 [14]) lautet fiir den
geordneten Fall ((n;) = (n) =n)

Q —K)? 1—2
% = —un+Vyk+kIn g+(n—/€) In %—i—(l—%t—i—/{) In (%;I{)
(3.27)
mit k = (n;n;;1) als Nachbarkorrelator, welcher von n abhéngt
(n — K)?
— exp(—V, )L 3.98
f=exp(—Van) T3 (3:28)

Die Losung dieser quadratischen Gleichung fiihrt auf

1 N { 1 ? . n?
a " 2(1 — eXp(—Vm)) " 2<1 - eXp(_Vnn)) (eXP(Vnn) - 1) ‘
(3.29)
Fiir den Grenzwert V,,,, — 0 miissen die Ergebnisse fiir Besetzungs- und Strom-
dichte mit denen des einfachen Hard-Core-Falles (sieche Kapitel 3.1) iiberein-
stimmen. Da es keine Nachbarkorrelationen gibt, muss x = (n)? gelten. Es
folgt, dass in Gleichung 3.29 die negative Wurzel wegfillt.
Wenn sich das System im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, wird
die Ableitung des Dichtefunktionals an dieser Stelle null. In Gleichung (3.27)
ist u nur linear von (n) abhingig. Durch Ableiten und null setzen wird p also
berechenbar.
Die zweite Moglichkeit, das chemische Potential aus den Ergebnissen der MC-
Simulation zu bestimmen, ergibt sich, indem der Teilchenstrom eines Plat-
zes zu einem Teilchenbad betrachtet wird. Dieser sollte im Gleichgewicht null
ergeben. Uber die Grofkanonische Zustandssumme folgt fiir den Platz

M M
1 1
V=0 = — s exp(ey) = —— (F_ni —I'(1—n; >ex €
(7) Zon ; Jo exp(eg) Zon ; onie— T ( .6) ) exp(eg)
1 M
= —— (”i,qbexp(gz‘,qb) — (1= ni,) eXP(M)) exp(ey) (3.30)
ZaK
und letztendlich ( @)
n; exXple;
exp(p) = o) (3.31)

Dabei wurde das detaillierte Gleichgewicht I'j /T, = exp(u — & 4) verwen-
det. € 4 ist die Differenz der Hamilton-Operatoren mit und ohne Teilchen im
Zustand ¢. n; , ist eins, sofern Platz ¢ im Zustand ¢ besetzt ist, ansonsten
null.

Das aus WTMC-Simulationen nach Formel (3.31) berechnete chemische
Potential stimmt fiir jeden Platz mit dem fiir die Simulation vorgegebenen
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Abbildung 7: MC Simulation eines offenen Kanals mit 200 Platzen mit u; = . =
10kpT'; Aufgetragen ist das chemische Potential, das sich aus Gleichung (3.27) durch
Einsetzen von n; ergibt. Mit zunehmendem V,,,, werden die Randeffekte gréfser. Das
tatsidchliche Potential (berechnet durch Gleichung (3.31)) ist im gesamten Kanal
10kpT, dies wurde ebenfalls mit der Grofkanonischen Zustandssumme bestatigt.

Wert iiberein. Die Groftkanonische Zustandssumme bestétigt den Dichtever-
lauf im Kanal. Das System befindet sich im Gleichgewicht. Jedoch stellt sich
im Gegensatz zum Hard-Core-System (siehe Kapitel 3.1) kein flaches Dichte-
profil ein. Die Besetzungswahrscheinlichkeit schwankt am Rand stark, erst in
der Mitte wird sie flach. Da die Gleichung (3.27) nur von n und V,,, abhingt,
verhilt sich das mit dieser Formel berechnete chemische Potential fiir jeden
Platz genauso wie die Dichte. Abbildung 7 verdeutlicht dies fiir mehrere V,,,,.
Im Gleichgewicht ist das chemische Potential aber an jedem Platz gleich. Der
Unterschied ist darin begriindet, dass Gleichung (3.27) nur unter der Annah-
me (n;) = (n) = n gilt. Diese ist am Rand nicht mehr erfiillt. In der Mitte
ergibt sich das richtige Potential. Fiir geniigend grofe Kanéle kann die Dichte-
schwankung als Randeffekt betrachtet werden. Gleichung (3.27) kann folglich
nicht fiir den Randbereich angewendet werden. Ein anderes Modell, welches
zu einem flachen Dichteprofil fithrt, wird im Kapitel 3.2.2 erldutert.

Um Nachbarwechselwirkungen mit Ratengleichungen oder mit Dichtefunk-
tionaltheorie (DFT) behandeln zu kénnen, ist die Reichweite der Korrelation
wichtig. Mit steigender Wechselwirkungsenergie (siehe Abbildung 8) nimmt
die Reichweite der Auswirkung der Besetzung am i-ten Platz n;(t) auf andere
Platze n;(t) zu. Wéhrend fiir V,,,, = 1kgT der Einflussbereich zwei Plétze be-
tragt, ist dieser fiir V,,,, = Tkgl" bereits auf vier bis fiinf Plitze angestiegen. Um
spater auch Ratengleichungen und DFT nutzen zu kénnen, muss also vorher in
Abhéngigkeit der Wechselwirkungsenergie gepriift werden ob die Anzahl der
betrachteten Korrelationsterme reicht. Es existiert kein V,,, ab dem die Kor-
relationen sprunghaft einsetzen. Fiir V,,,, — 0 wird der korrelationsfreie Hard-
Core-Fall erhalten.
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<n. nj> - <n><n>

Abbildung 8: WTMC Simulationen fiir zwei offene Kanile, N = 20, u; = . = 0;
Dargestellt ist die Dichtekorrelation ({n;-n;) — (n;)(n;)) in Abhéngigkeit von 7 und
§. (a) Van = 1kpT5; (b) Vi, = TkgT. Die Diagonal i = j besitzt den Wert (n;) — (n;)?,
dieser schwankt durch die Dichteschwankungen.

3.2.2 Weitere Modelle

Der im Kapitel 3.2.1 betrachtet offene Kanal weist im thermischen Gleichge-
wicht Dichteschwankungen am Rand auf. Grenzflichen®® sind hiufig mit Un-
stetigkeiten in der Potentiallandschaft und der Wechselwirkung der Teilchen
untereinander verbunden. Als praktisches Beispiel dafiir sei auf Proteinkanéle
verwiesen, die zum Austausch von Kalium und Natrium zwischen den Zellen
dienen (siehe [12, 13]).

Um Kanile als Teilsysteme grokerer Kandle betrachten zu kénnen, wird in
diesem Kapitel nach neuen Modellen gesucht. Diese Modelle sollen ein flaches
Dichteprofil im Gleichgewicht liefern, denn es wird nur ein kleiner Teil des
grofen Kanals simuliert und dieser weist in der Mitte einen flachen Dichtever-
lauf auf (sieche Kapitel 3.2.1).

Das chemische Potential ist definiert durch die Energie, die im Mittel bendtigt
wird, um ein zusédtzliches Teilchen dem Kanal hinzuzufiigen. Wird ein beliebi-
ger, freier Platz zu einem bestimmten Zeitpunkt im Bad betrachtet, so ergibt
sich diese Energie durch

€ =€ + (ni,l + niH)Vm . (332)

Der offene Kanal fiihrt zu einer Energiedifferenz fiir die Reinsprungrate des lin-
ken Randes von Ae = €y — p;+n1V,,,,. Im Mittel besitzen die Teilchen im Kanal
die doppelte potentielle Energie wie ein Teilchen auf dem Randplatz. Damit
Teilchen auf den Randplitzen jeweils mit zwei statt nur mit einem Platz in-
teragieren, ist ein Ringschluss eine einfache Moglichkeit dies zu gewéhrleisten.
Teilchen auf Platz eins und Platz N wechselwirken miteinander und kénnen
von Platz eins nach N springen und umgekehrt (periodische Randbedingung).
Im Gleichgewicht kann die Verbindung zum Kanal zu einen beliebigen Platz
gewahlt werden. Fiir u; = p konnen auch mehrere Verbindungen zu verschie-
denen Bidern existieren. Mit diesem Modell wird im Gleichgewicht ein flaches
Dichteprofil erreicht.

Zheispielsweise von Elektrolyten zu Ionenleitern oder zwischen Zellen und Proteinkanilen
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Abbildung 9: mittlere Besetzungsdichte: offener Kanal mit Wechselwirkungsenergie
Von = 6kpT, 100 Pldtze, (a) Einkanal-System, (b) Zweikanal-System

Dieser Ringschluss weist aber Unstetigkeiten fiir getriebene Systeme auf (p; #
). Wird der erste und der letzte Platz mit Teilchenbédern unterschiedlichen
Potentials verbunden, so ist der Potentialabfall zwischen diesen beiden Platzen
sehr grofs im Vergleich zu den restlichen Plitzen im Kanal.

Dieses Problem kann umgangen werden mit der Ankopplung von y; an den ers-
ten Platz und u, an den N/2 Platz. Um den Charakter eines offenen Kanals
besser herauszuheben, wird dieses Modell umformuliert. Es werden zwei offene
Kanéle ohne Ringschluss betrachtet, mit den Platzen 1... N und 1’... N’. Die
Anzahl der Plétze ist in den folgenden Betrachtungen gleich. Es muss 1, = p;
und p, = p. gelten. Die Plitze 1, 1’ und N, N’ interagieren jeweils unter-
einander. Dieses Modell fiihrt wie das Ringsystem im Gleichgewicht zu einem
flachen Dichteverlauf. Im folgenden Kapitel 3.2.3 wird dieses Modell als ,,Zwei-
kanal-System* bezeichnet. Der einzelne, offene Kanal aus Kapitel 3.2.1 wird
yLinkanal-System® genannt.

3.2.3 Getriebene Systeme

In den Kapiteln 3.2.1 und 3.2.2 wurden zwei Modelle herausgearbeitet, das Ein-
kanal- und das Zweikanal-System. Das erste beschreibt einen einzelnen offenen
Kanal. Das zweite besteht aus zwei offenen Kanailen gleicher Lénge mit gleichen
chemischen Potentialen an den linken und rechten Randern. Im Zweikanal-Sys-
tem konnen die ersten und die letzten Plitze jeweils miteinander interagieren.
Dies schafft eine periodische Randbedingung fiir die Nachbarwechselwirkung.
Im Falle V,,,, — 0 stellt sich erwartungsgemafl bei beiden Modellen der Hard
Core Fall ein, welcher im Kapitel 3.1 behandelt wurde.

Die Abbildungen®* 9 und 10 zeigen das Besetzungs- und Stromdichte-Dia-
gramm fiir eine Wechselwirkungsenergie von V,,,, = 6kgT. Wird V,,,, von null
an erhoht, so verschiebt sich bei beiden Modellen das Plateau hoher Dich-
te zu hoheren py ,, ebenso die beiden Bereiche mittlerer Dichte. Die mittlere
Dichte im Einkanal-System fillt betragsméfbig ab. Bei beiden bleiben die Gren-
zen zum niedrigen Dichtebereich konstant. Im Zweikanal-System entsteht ab

2 Weitere Diagramme sind im Anhang B in den Abbildungen 30 und 31 fiir V,, = 3.5kgT
dargestellt.
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Abbildung 10: mittlere Stromdichte: offener Kanal mit Wechselwirkungsenergie
Von = 6kpT, 100 Pldtze, (a) Einkanal-System, (b) Zweikanal-System

einem Schwellwert von V,,,, ~ 3.5kg’l" zwischen dem hohen und niedrigen Pla-
teau ein weiterer mittlerer Dichtebereich mit (n) ~ 0.5. Gleichzeitig bilden
sich zwischen dem mittleren und hohe bzw. mittleren und niedrigen Dichte-
bereich Stufen aus, also Bereiche mit sehr geringem Anstieg. Ab V,,,, 2 5kgT
sind diese Gebiete im Phasendiagramm deutlich zu erkennen. Im Gegensatz
dazu bildet sich ungefihr ab dem gleichem Schwellwert V,,, ~ 3.5kgT beim
Einkanal-System eine einzige Stufe mit (n) ~ 0.5 aus.
Die abstofenden Krifte verursachen eine geringer Dichte im Kanal, da ein
hoheres chemisches Potential benétigt wird, um den Kanal zu fiillen. Jedoch
haben die Wechselwirkungen nur einen geringen Einfluss auf die Dynamik ei-
nes leeren Kanals. Das niedrige Plateau verschiebt sich nicht. Ein leerer Kanal
verhilt sich bereits fiir kleine V,,,, anders als ein voller Kanal. Die Teilchen-
Loch-Symmetrie ist gebrochen.
Wie im wechselwirkungsfreien Fall (siehe Kapitel 3.1) gehen hohe Stromdich-
ten mit mittleren Besetzungsdichten einher, genauso wie ein gefiillter bzw. ein
leerer Kanal zum Erliegen des Teilchenstroms fiihrt. Der Bereich der niedrigen
Besetzungsdichte ebenso der dazugehorige Bereich der niedrigen Stromdichte
verschieben sich in beiden Modellen nicht. Fiir hohe Besetzungsdichten un-
terscheiden sich die beiden Modelle. Im Zweikanal-System verschieben sich
das Gebiet hoher Besetzungsdichte und der dazugehorige Bereich der niedri-
gen Stromdichte gleichermafen, wihrend sich im Einkanal-System das Gebiet
niedrigen Stromes nur geringfiigig dndert. Die Relation j ~ (n)(1 — (n)) gilt
nicht mehr.
Die unterschiedlichen Randbedingungen haben einen groferen Einfluss auf die
Stromdichte als auf die Besetzungsdichte, da die mittlere Besetzungsdichte
hauptsichlich durch die Mitte des Kanales bestimmt wird. Im Kapitel 3.2.1
wurde gezeigt, dass die Randeffekte fiir grofe Kanile und V,,,, < 5kgT ver-
nachléssigt werden konnen. Fiir grofere V,, treten hingegen Schwankungen
um den Gleichgewichtswert auf. Die Mittelung mindert also den Randeffekt.
Hingegen kann die Stromdichte durch einen blockierenden Rand komplett zum
erliegen kommen.

Symmetrien von Besetzungs- und Stromdichte im g, @, Phasenraum ge-
ben genaueren Aufschluss iiber die Teilchen-Loch-Symmetrie. In Systemen mit
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Abbildung 11: graphische Darstellung von (n(uy, pr)) + (n(—py, —)) im gy, Pha-
senraum fiir V,,,, = 6kg7T, (a) Einkanal-System, (b) Zweikanal-System; Sofern die
Teilchen-Loch-Symmetrie nicht gebrochen ist, ergibt die Summe eins.

symmetrischen Sprungraten verhélt sich die Besetzungsdichte spiegelsymme-
trisch zur Ebene, welche durch die Achse p; = p, und der (n) Achse aufge-
spannt wird, der Teilchenstrom ist punktsymmetrisch zur pu; = p, Achse.
Spiegelung an der Achse y; = —pu, iiberfithrt das System von p; = pq, pr = o
nach p; = —pa, . = —p1. Wenn die Teilchen-Loch-Symmetrie nicht ge-
brochen ist, verhilt die Dichte entlang dieser Achse punktsymmetrisch und
der Teilchenstrom spiegelsymmetrisch.?’ Anders formuliert muss fiir die Be-
setzungsdichte

1= (n(p, p2)) + (n(—p2, —p1)) (3.33)
gelten, denn sie ist punktsymmetrisch um 0.5. Fiir den Strom gilt
0= j(pa, p2) = j(=pi2, =) - (3.34)

Die Brechung der Teilchen-Loch-Symmetrie fithrt zu einem Widerspruch der
zwei eben aufgestellten Gleichungen. Die Abbildungen 11 und 12 zeigen die
Ergebnisse der ungeraden bzw. geraden Spiegelung an der p; = —p, Achse
fiir die Dichte bzw. den Teilchenstrom (bei V;,,, = 6kgT).?® Fiir groke Betrige
von y , findet keine Brechung der Teilchen-Loch-Symmetrie statt. Einzig die
Dichte des einzelnen Kanal weist eine Brechung fiir grofe Betrage von y; = —p,
auf. Der Symmetriebruch ist am stérksten fiir y; , — OkgT'.

Es gibt keinen bestimmen Schwellwert V,,,, ab dem die Brechung einsetzt.
Sie nimmt mit grékerem V,,, zu. Die Unterschiede zwischen dem Ein- und
Zweikanal-System werden erst iiber V,,,, &~ 4kgT deutlich erkennbar. Darunter
dhneln sich die System sehr, bis auf die beiden Plateaus in der Dichte fiir
grofse p; = —p,.. Im Einkanal-System sind diese Plateaus generell niedriger als
im Zweikanal-System.

ZDer Strom ist spiegelsymmetrisch und nicht punktsymmetrisch, da einerseits p; mit p, ver-
tauscht und andererseits deren Vorzeichen gewechselt wird. Die Dichte ist punktsymmetrisch um
den Wert n = 0.5, da ein Vertauschen von y; und p, keinen Auswirkungen hat, aufer der Vorzei-
chenwechsel.

26 Weitere Diagramme sind im Anhang B in den Abbildungen 32 und 33 fir V,,, = 0.5kgT
dargestellt.
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Abbildung 12: graphische Darstellung von j(uy, ptr) — j(—pr, —fu) im gy, Phasen-
raum fiir V,,,, = 6kgT, (a) Einkanal-System, (b) Zweikanal-System; Sofern die Teil-
chen-Loch-Symmetrie nicht gebrochen ist, ergibt die Differenz null.

Beide betrachteten Modelle weisen eine gleiche Dynamik fiir pu; ~ pu, auf.
Sie unterscheiden sich am meisten fiir y; &~ —p,.. Dies ist der Bereich in dem der
Abfall des chemischen Potentials am grofiten ist. Der Teilchen-Loch-Symme-
triebruch ist in beiden Systemen fiir kleine V,,,, gleich und fiir grofe V,,,, = bkgT
qualitativ dhnlich.

3.3 Aufere Felder

In der Einleitung des Kapitel 3 wurde ein Ansatz vorgestellt, bei dem die
Rein- und Raussprungraten das detaillierte Gleichgewicht unter Verwendung
des grofskanonischen Ensembles erfiillen. Es wurden bei der Herleitung der
Rein- und Raussprungraten dufere Felder mit betrachtet. Fiir einen offenen
Kanal ohne Nachbarwechselwirkung folgt aus Gleichung (3.2)

+
Frein . Fo

P == ew (M e — u1> . (3.35)

Fiir gleich grofse Sprungabstinde konnen die Differenzen u;,; — u; durch
ersetzt werden. Dabei beschreibt u den Abfall des elektrischen Feldes in Ein-
heiten von qaF/kgT. Wichtig hierbei ist die Tatsache, dass das Potential des
duferen Feldes auch zwischen Teilchenbad und ersten bzw. letzten Platz im
Kanal abfillt. Dieser Abfall muss bei Rein- und Raussprungprozessen mit in
Betracht gezogen werden. Dies bedeutet, dass der Rand ein zusatzliches elek-
trisches Potential ug bzw. uy,1 besitzt. Aus der Naherung der dquidistanten
Sprungabsténde folgt ug —u; = uy —uys1 = u. Unter Verwendung von Glau-
ber-Raten berechnen sich die Rein- und Raussprungraten fiir den linken Rand
durch

.. — 21
reim 1 + eXp(—lul o u + €1>
2
Traus n (3.36)

L+exp(+m+u—e)
Dabei bildet p; + ug das elektrochemische Potential des linken Teilchenbades.
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4 Transport im geordneten Kanal mit dufierem Feld

Der TASEP?" besteht aus einem offenen Kanal mit Hard-Core-Wechselwir-
kungen, welcher total asymmetrisch in den Sprungraten ist. Das heifst, dass
eine der beiden Sprungrichtungen verboten wird. Es ist eine Vereinfachung des
asymmetrischen Sprungmodells (ASEP)?®, bei dem beide Sprungrichtungen er-
laubt sind, jedoch eine von ihnen stark bevorzugt wird. Das ASEP findet in der
Biologie zum Beispiel bei molekularen bzw. Brownschen Motoren Anwendung.
Diese dienen als Transportmittel in Zellen, indem sie sich unter Zersetzung von
ATP zu ADP? plus Phosphat entlang eines Fadens bewegen [15]. Aufgrund der
bevorzugten Bewegung des Motors in eine Richtung kann dieses System durch
asymmetrische Sprungmodelle beschrieben werden [16]. In der Physik werden
zum Beispiel Systeme, die durch dufere elektrische Felder getrieben werden,
mit Hilfe des ASEP betrachtet. Aufserhalb der Biologie und Physik findet der
ASEP in der Simulation von Autoverkehrsfliissen Anwendung [17, 25].

Abgesehen vom Autoverkehr, bei dem ein Riickfluss auf einer Autobahnspur
nicht vorkommt (TASEP), ist in physikalischen Systemen immer mit Riick-
spriingen zu rechnen (ASEP). Teilchen werden durch Anlegen eines dufseren
Feldes bevorzugt in die Richtung des negativen Feldgradienten springen. Die
Riicksprungraten sind deutlich kleiner, aber stets vorhanden. Dennoch wird
haufig der ASEP durch den TASEP vereinfacht, denn legt man ein schwaches,
duberes Feld (ASEP) an ein System an so bilden sich die qualitativ gleichen
Phasen aus wie in einem System mit starken Feld (TASEP). Abbildung 13
zeigt den Dichteverlauf im Kanal fiir ein symmetrisches®’, zwei asymmetrische
und ein total asymmetrisches System. Die ASEP Systeme und der TASEP
weisen im Gegensatz zum symmetrischen System die gleiche Phase auf.

Im Rahmen der Diplomarbeit wird die nachste Nachbarwechselwirkung un-
ter Verwendung des grofkanonisch Ensembles eingefiihrt (Kapitel 4.2). Haufig
wird in der Literatur die ndchste Nachbarwechselwirkung durch eine Extrarate
beschrieben. Im Gegensatz dazu wird in dieser Arbeit eine Wechselwirkungs-
energie V,,, benutzt.

4.1 TASEP mit Hard-Core-Wechselwirkung

Dieser Abschnitt untersucht die Eigenschaften des TASEP. Er wurde erstmals
1968 benutzt, um die Dynamik der Proteinsynthese zu beschreiben [19, 20].
Seit dem gibt es weitere Entwicklungen und eine ausfiihrliche Abhandlung,
sowie exakte Losungen konnen im Artikel von G. Schiitz und E. Domany [18]
nachgelesen werden.

Die Platzenergien der N Plitze sind null und die Barrieren sind alle gleich.
Die Randbedingungen legen die Besetzung des linken Randplatzes mit (ng) =

*Ttotal asymmetric simple exclusion process

28 Asymmetric simple exclusion process: Der Begriff ASEP wird in der Literatur hiufig fiir ein
TASEP benutzt.

29 Adenosintriphosphat (ATP) und Adenosindiphosphat (ADP)

30Fin symmetrisches Sprungsystem ohne Wechselwirkung (siche Kapitel 3.1) hat keine Phasen-
iibergéinge.
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Abbildung 13: Dichteverlauf in einem Kanal mit 200 Plitzen, pu; = 5kgT, u; =
—5kgT, die TASEP Raten a = p; und 8 = 1 — p, ergeben sich p, = 1/(1 +
exp(—,ul’r)). Schon bei leichten Asymmetrien (hier: I't doppelt so grof wie I'™ bzw.
duferes, elektrisches Feld) ist der gleiche Verlauf wie im TASEP zu sehen.

Abbildung 14: TASEP mit 7 Plédtzen, ¢, = 0 und ; = 1. Da nur Rechtsspriinge
erlaubt sind, folgt F;‘ = 1 und I'; = 0. Eingezeichnet sind alle mdoglichen Sprung-
prozesse.

a und die des rechten Randplatzes (ny,1) = 1— (3 fest. Die Rechtssprungraten
[ sind eins und die Linkssprungraten I'; aufgrund des Riicksprungverbotes
null. Mit (n;) = n; (mittlere Besetzungsdichte) gilt fiir den linken Randplatz
folgende Bedingung

7;L1 = no(l — nl)Far — n1(1 — 7”L2>F;r = Oé(l — nl) — 77,1(1 — ng) (41)
und fiir den rechten Randplatz
7;LN = TLN_l(l — ’I”LN)F—)\_;_l — 7’LN(]_ — 7’LN+1)F} = TLN_l(l — TLN) — nNﬁ . (42)

Daher kénnen o und [ auch als Rein- bzw. Raussprungraten angesehen wer-
den. Das Phasendiagramm der Besetzungsdichte (Abbildung 15(a)) wurde aus
WTMC Simulationen erhalten und zeigt Gebiete hoher (o > (3, 5 < 0.5),
mittlerer (c, f > 0.5) und niedriger Besetzungsdichte (o < 0.5, 8 > «). Das
aus den selben Simulationen erstellte Stromdichte-Phasendiagramm (Abbil-
dung 15(b)) weist einen flachen, maximalen Stromdichtebereich fiir o, 8 > 0.5
auf.

Zum besseren Versténdnis der einzelnen Phasen zeigt Abbildung 16(a) ei-
ne mogliche Konfiguration des Kanals mit (ng) = a und (nyy) = 1 — f.
Je nachdem welche der beiden Raten grofer ist, gibt es zwei verschiedene
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Abbildung 15: MC-Simulation von TASEP mit zehn Plitzen, (a) mittlere Dichte, (b)
mittlerer Strom

Méglichkeiten, wie sich die in Abbildung 16(a) eingezeichnete Doménengrenze
verschieben kann [21].

Ist @« > (3 (und < 0.5) werden mehr Teilchen von links zur Doménengrenze
hin transportiert, als nach rechts wegfliefsen kénnen. Die Grenze verschiebt sich
nach links und die Dichte im Kanal®*' entspricht (nvolumen) = (Pn41) = 1 — 8.
Am linken Rand bildet sich ein Ubergang von (ng) nach (ny) aus, um die linke
Randbedingung zu erfiillen. Das System befindet sich nun in der Phase hoher
Dichte (High Density).

Fir a < f (und a < 0.5) verschiebt sich die Grenze nach rechts, denn es
springen mehr Teilchen nach rechts weg, als von links nachriicken kénnen. Die
Dichte im Kanal entspricht (ny) = (ng) = « bis auf eine Randschicht. Dies ist
die Phase niedriger Dichte (Low Density).

Bei « = 3 < 0.5 findet ein Phaseniibergang erster Art statt, weil sich die
Dichte sprunghaft zwischen den Werten (ng) und (ny.;) verdndert. Auf der
Geraden o = [ < 0.5 verschiebt sich die Doménengrenze (sieche Abbildung
16(a)) nicht. Monte Carlo Simulationen zeigen jedoch ein zufélliges Wandern
der Grenzen in beide Richtungen, was auf statistische Schwankungen der Rein-
bzw. Raussprungprozesse zuriickzufiihren ist.

In den bis jetzt betrachteten Fillen hat immer die kleinere Rate von beiden
den Stromfluss und damit auch die Dichte bestimmt. Wenn [ iiber 0.5 steigt,
dann ist am rechten Rand der mogliche Teilchenstrom aus dem Kanal hoher,
als es der maximale®? Strom (fiir (ny) = 0.5) im Inneren des Kanales zulésst.
Die Teilchen werden daher rechts schnell genug weg transportiert. Sofern «
grofser als 0.5 wird, steigt die Dichte links im Kanal iiber 0.5. Dadurch sinkt
jedoch der Stromfluss und es bildet sich eine riicklaufende Front aus, die eine
Erhohung der Teilchendichte verhindert. Die Dichte im Kanal verbleibt bei 0.5
und das Ergebnis ist ein Phaseniibergang der zweiten Art. Dieser findet auf den
Linien o = 0.5, § € [0.5, 1] und 3 = 0.5, a € [0.5, 1] statt. Der Anstieg der
Besetzungsdichte dndert sich an diesem Phaseniibergang jeweils vom Anstieg
von « oder [ sprunghaft zu null. Der Strom ist in der Phase «, 5 € [0.5, 1]

31Das Innere des Kanals wird mit Volumen (V) bezeichnet.
32 Aus der spiter noch folgenden Gleichung (4.3) ist zu erkennen, dass der Strom j = (n)(1— (n))
quadratisch von der Dichte abhingt und maximal fiir (n) = 0.5 wird.
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Abbildung 16: (a) Dichteverteilung iiber den Kanal, eingezeichnet sind j, und jg
fir o < 0.5 und 8 < a. Da j, > jg werden mehr Teilchen zur Domé&nengrenze
hin transportiert, als von ihr weg transportiert werden kann. Die Grenze verschiebt
sich nach links. (b) Schematische Darstellung des a-(-Phasendiagramm, HD=High
Density Bereich, LD=Low Density Bereich, MC=Maximal Current Bereich;

maximal (Maximal Current). Das TASEP folgt einem maximalen Stromprin-
zip, wie es erstmals von Krug [22| beschrieben wurde. Die Phasen sind in der
Abbildung 16(b) dargestellt.

Durch Aufstellen der Ratengleichungen

(i = i) (1= ) = () (1= (i) (4.3)
mit den Randbedingungen
() = 1= (m)) = (m) (1~ (na)
(i) = (i) (1= () = ()8 (44)

wird der quadratische Zusammenhang von Teilchenstrom und Dichte deutlich
(7 = (n)(1 — (n))). Das Maximum dieser Kurve®® liegt bei (n) = 0.5.

Bei diesen Gleichungen wird jedoch die Korrelationen zwischen den einzelnen
Platzen vernachléssigt. Das bedeutet

(ni)(n;) = (ning) . (4.5)

Anhand von WTMC-Simulationen konnten diese Korrelation zwischen den Be-
setzungswahrscheinlichkeiten bestimmt werden. In Abbildung 17 ist die Diffe-
renz (n;n;) — (n;)(n;) dargestellt. Da fiir jedes System mit Ausschluss von
Mehrfachbesetzung eines Platzes (n;) = (n?) gilt,®* besitzt die Diagonale
(i = j7) den Wert (n;)—(n;)?. In der Grafik ist zu erkennen, dass schwache, kurz-
reichweitige®® Korrelationen vorhanden sind. Die Naherung (n;n;) & (n;)(n;)
ist sinnvoll, sofern qualitative Aussagen iiber das Phasendiagramm getroffen
werden.

33siehe Abbildung 18 links in Kapitel 4.2: Kurve (a)

34in dem der unbesetzte Zustand mit 0 und der besetzte Zustand mit 1 definiert wird

3°Die Abhingigkeit der Besetzung des i-ten Platzen reicht nur bis zum iibernichsten Nachbarn
(1 £2).
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Abbildung 17: Dichtekorrelation, aufgetragen der i-te Platz {iber den j-ten. N =
10, « = B = 0.5, die mittlere Dichte betrdgt (n) = 0.5 und die Diagonale hat
dementsprechend den Wert von 0.25

Aufgrund der oben festgelegten Randbedingung ((ng) = a, (nn41) = 1—0)
gilt fiir die Rein- und Raussprungraten «, 8 € [0, 1]. Wenn « im Gegensatz
dazu als Reinsprungrate aufgefasst wird, so kann deren Wert auch eins iiber-
steigen. Es wird mit @ > 1 ein anderes System betrachtet. Solche Systeme
kénnten sein:

e Fin Kanal bei dem das linke Teilchenbad eher dem Modell des freien
Teilchens entspricht (also Mehrfachbesetzung eines Platzes).

e Die Dynamik im Bad kann eine deutlich schnellere als die im Kanal sein:
“IBad > YKanal-

e Das Bad kann aus Plitzen bestehen, die mehrdimensional angeordnet
sind. Dementsprechend kénnen mehrere Plidtze an den ersten Platz im
Kanal angebunden sein. Die effektive Besetzungsdichte wire in guter Na-
herung die Summe iiber alle Einzeldichten.

Der Wahrscheinlichkeitsstrom «(1 — (ny))T'§ geht fiir (n;) — 1 gegen null. Fiir
a = 1 ist der Wahrscheinlichkeitsstrom bereits in der Sattigung. Daraus resul-
tiert, dass eine Erh6hung von « keinen Einfluss auf die Dynamik im Kanal hat.
Es reicht demnach unabhéngig von der Anbindung des Bades aus, den Kanal
fiir a <1 zu betrachten. In Analogie gilt das Gleiche fiir die Raussprungrate

G.
4.2 TASEP mit nachster Nachbarwechselwirkung

In den Artikeln von Schiitz und Krug [23, 24, 26] wird die Wechselwirkung
der Teilchen untereinander durch eine zusitzliche Wechselwirkungsrate e ver-
wirklicht. Unter der Beriicksichtigung von Nachbarkorrelationen existieren im
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Abbildung 18: links: Stromdichte-Besetzungsdichte Kurve in Abhéngigkeit der Raten
eund 0 (a) e =0, =0 (b) e =0.995,0 = 0.2 (c) e = 09,0 = 0.9 ; rechts:
Phasendiagramm des TASEP mit Nachbarwechselwirkung und Beriicksichtigung des
Randes (beide Abbildungen kopiert aus dem Artikel [23])

Kanal vier verschiedene, mogliche Sprungprozesse. Die Raten ergeben sich mit

0100—0010 =149
1100—1010 '=1+¢
0101 —0011 '=1-—¢
1101 — 1011 r=1-9. (4.6)

Dabei liegt € fiir repulsive Wechselwirkungen zwischen null und eins. Im at-
traktiven Fall dndert sich das Vorzeichen. Um die Teilchen-Loch-Symmetrie
zu brechen, wird die Rate § ungleich null gewahlt. In der Abbildung 18(links)
ist die Stromdichte-Besetzungsdichte Kurve j(p) in Abhéngigkeit der beiden
Raten € und ¢ dargestellt. Fiir eine hohe Wechselwirkungsrate ¢ — 1 entstehen
in der j(p) Kurve ein Minimum und zwei Maxima. In den Artikeln [23, 24, 26]
werden die Phaseniibergange anhand von sich verschiebenden Doménengren-
zen, welche sich aufgrund der gewihlten Rein- und Raussprungraten, sowie
der j(p) Kurve ausbilden, erklirt. Aufgrund der zwei Maxima in der j(p) Kur-
ve konnen im Phasendiagramm zwei dazu gehoérige maximale Stromphasen
mit den jeweiligen Besetzungsdichten p..c1 und ppaco gefunden werden. Das
Phasendiagramm ist in Abbildung 18(rechts) dargestellt und wurde in den an-
gegebenen Artikeln mittels Monte Carlo Simulation berechnet. Ein wichtiger
Punkt in diesem Modell ist die Wahl der richtigen Rein- und Raussprungraten
anhand der Randbedingungen. Die linke Reinsprungrate hingt nach Gleichung
4.6 von der Besetzung des (-1)-Platzes ab. Dieser existiert jedoch nicht. Die
Losung dieses Problems wird im Artikel von Krug und Schiitz 23| beschrie-
ben, welche sich auf eine vorangegangene Arbeit von Antal und Schiitz [25]
beziehen. Die Autoren bestimmen die Wahrscheinlichkeiten der oben gezeig-
ten vier moglichen Uberginge. Ausgehend davon ziehen sie Riickschliisse auf
die Besetzung des (-1)-ten bzw. (N-2)-ten Platzes und fiihren effektive Raten
& und 73 ein.
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Aus eigenen MC Simulationen wird eine j(p) Kurve erhalten, welche wie
im Artikel von Antal®® |25] ihr Maximum zu kleineren Dichten p verschiebt.
Es entsteht kein zweites Maximum. Der Rand wurde dabei nicht in der Art
und Weise wie in den Artikeln beriicksichtigt. Jeder TASEP, dessen j(p) Kurve
nur ein Maximum besitzt, weist die gleichen Phasendiagramme auf [26]. Die
Behandlung des Randes in den Artikeln [23, 25] ist demnach ein wesentlicher
Kernpunkt, um eine j(p) Kurve mit zwei Maxima zu erhalten.

Im Folgenden wird von einer Wechselwirkungsenergie V,,,, ausgegangen, die
notwendig ist, damit ein Teilchen direkt neben ein anderes Teilchen springen
kann. Die vier Sprungmoglichkeiten des Systems und die damit verbundenen
Energiedifferenzen der Spriinge ergeben sich mit

0100 —0010 AE =0

1100—1010 AE = -V,

0101 — 0011 AE =4V,

1101 —1011 AE=0. (4.7)

Wihrend der ersten und der letzten Sprungmdoglichkeit verdndert sich die po-
tentielle Energie des Teilchens nicht. Daher ist AFE null. In den beiden anderen
Fillen erh6ht bzw. verringert sich das Potential des Teilchens. Im Kapitel 3.2.1
wird gezeigt, dass diese Anbindung bereits die korrekte Gleichgewichtsphysik
wiedergibt. Es ist nicht ndtig, wie in den Artikeln von Krug, Antal und Schiitz
[23, 25| den Rand extra zu betrachten.

Die Sprungraten werden mit Hilfe der Glauber-Raten®” I'(AE) = 2/(1 +
exp(—AE)) bestimmt. Um gleiche Randbedingungen zu schaffen, wird iiber
die Formel a = (ng) = In (1/(1 + p1)) ein chemisches Potential fiir das linke
Teilchenbad bestimmt. Die Reinsprungrate ergibt sich mit

+_ 2y

Lo 1+ exp(—p +n2Vin) (4.8)
Wie in vorherigen Simulationen mit den Raten € und § entsteht auch mit der
neuen Anbindung der Wechselwirkungen in der j(p) Kurve kein zweites Maxi-
mum. Das einzige Maximum verschiebt sich ebenfalls zu kleineren Werten von
p. Da jeder TASEP, dessen j(p) Kurve nur ein Maximum besitzt, die gleichen
Phasendiagramme auf weist |26], sind die Phaseniibergéinge qualitativ gleich
dem TASEP ohne Nachbarwechselwirkungen.
Aus dem Vergleich der beiden Modelle geht hervor, dass die Wahl?® der Raten
keinen qualitativen Unterschied bewirkt. Da im TASEP keine Energieunord-
nung betrachtet wird, sind die Glauber-Raten hinsichtlich der Wechselwirkung
punktsymmetrisch um ~. Fiir § = 0 existiert also ein €, fiir das unabhingig
vom Platz ¢ gilt
2y .

= TrewlVe) ¢
(4.9)

_ 2y
1+ exp(—Vin)

F(Vnn) =7+¢€, F(_Vnn)

36In diesem Artikel wird eine leicht andere Art der Wechselwirkung betrachtet.
37 Auf die Glauber-Raten wurde am Anfang des Kapitels 3 genauer eingegangen.
B =14 coder T =T(£Vpn)
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Im Inneren des Kanals sind fiir v = 1 die Glauber-Raten exakt die selben wie
jene von Antal und Schiitz. Im Vergleich zum vorangegangene Unterkapitel
werden keine neuen Phaseniibergidnge beobachtet.

Aufgrund der Wechselwirkungen entstehen starke Korrelationen im Kanal.
Darum ist die Ndherung (n;)(n;) = (n;n;) fiir dieses System nicht sinnvoll. Die
Beschreibung dieser Systeme durch Mean-Field-Ratengleichungen ist demnach
ungeeignet,.
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5 Nichtlinearer Transport im ungeordneten Kanal

Diinne Glaselektrolyten bilden eine faszinierende Materialklasse und spielen
eine wichtige Rolle in der Entwicklung von Batterien, Brennstoffzellen und an-
deren elektronischen Gerdten. Dies liegt darin begriindet, dass die Effizienz ei-
nes Produktes durch einen niedrigen elektrischen Widerstand gesteigert werden
kann. Aus materialwissenschaftlicher Sicht gelingt dies durch hohere Leitfahig-
keiten spezieller Ionensorten oder durch diinnere Membranschichten, denn bei
konstanter Spannung nimmt die Feldstirke umgekehrt proportional zur Pro-
bendicke zu. Dies fiihrt in Bereiche des nichtlinearen Anstiegs des Stroms bei
Erhohung der Feldstédrke. Im Experiment lassen sich nichtlineare Effekte mit
Gleichstrom relativ schwer messen. Als geeignet erweist sich hierfiir die Ver-
wendung dufserer, periodischer Anregungen. Dies fiihrt zu frequenzabhéngigen
Leitfahigkeiten o = o(w), welche fiir ionenleitende Gléser eine typische Form
haben [27, 28]. Generell besitzt die Leitfihigkeit einen Nieder- und einen Hoch-
frequenzlimes und steigt zwischen beiden mit einer Potenz der Frequenz an,
was erstmals von Jonscher beschrieben wurde [29]. Die nichtlineare Antwort
der Stromdichte auf periodische Anregung ist verbunden mit dem Auftreten
héherer harmonischer Schwingungen. In diesem Kapitel werden experimentelle
Messungen von periodisch angeregten Glisern, basierend auf der Arbeit von
S. Murugavel und B. Roling [30, 31], betrachtet. Hierbei stellt sich die Frage,
welches mikroskopische Modell die gemessenen Stromdichten (,Leitfahigkei-
ten“) in geeigneter Weise beschreibt, ein offener Kanal oder ein Ringsystem,
wie es im Artikel von A. Heuer [31] verwendet wurde.

Um diese Frage beantworten zu kdnnen, werden zunéchst die wesentlichen ex-
perimentellen Ergebnisse von Murugavel und Roling (siche Abbildung 19) zu-
sammengefasst. Dargestellt ist die Amplitude ji,, der Grundschwingung sowie
die Amplitude j3,, der zweiten harmonischen Oberschwingung der Stromdich-
te in Abhéngigkeit von der Frequenz. Unterhalb einer Frequenz von w ~ 1HZ
befindet sich ji,, im Niederfrequenzlimes. Bei hoheren Frequenzen ist der be-
reits bekannte, potenzielle Anstieg iiber Dekaden zu sehen [28, 29]. Aus den
experimentellen Daten geht kein Hochfrequenzlimes hervor, wie er im Artikel
von K. Funke [27]| beschrieben wird. Die zweite Oberschwingung js,, besitzt
fiir kleine Frequenzen ebenfalls einen Grenzwert. Es ist ein leichter Abfall von
J3w zu beobachten und fiir hohere Frequenzen wird laut Roling und Murugavel
das Verhéltnis von ji,,/ 73, zu klein, um zuverldssige Werte anzugeben.

5.1 Stromdichte und Leitfahigkeit

Wird ein Tonenleiter periodisch angeregt, so geht das System nach einer ge-
wissen Einschwingzeit in einen stationdren Zustand iiber. In diesem Zustand
gilt fiir die Stromdichte: j(t) = j(t £7') (mit 7' = 27 /w). Die Stromdichte j(¢)
ist neben der Zeitabhéingigkeit auch eine Funktion des elektrischen Feldes Ej
und der Anregungsfrequenz w. Sie kann daher nach dem Feld entwickelt und
aufgrund ihrer Periodizitit zusétzlich als Summe von iiberlagerten Cosinus-
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Abbildung 19: Experimentelle Ergebnisse von Murugavel und Roling [30, 31|, dar-
gestellt ist jj(w)/Eo mit geschlossenen Symbolen und —4 - js(w)/Ep mit offenen
Symbolen fiir verschiedene Temperaturen.

und Sinusfunktionen hinsichtlich der Zeitabhingigkeit dargestellt werden.

j(t, Ey) = Re i Ey - (i 6™ exp(—i nwt)) (5.1)
m=1 n=1

Die einzelnen Koeffizienten 6™ beschreiben gemeinsam die Leitfahigkeit des
Materials. Da bisher in Experimenten keine Gleichrichtungseffekte beobach-
tet wurden, folgt aus Symmetriegriinden: j(t,—FEy) = —j(t, Ey) und j(t +
T/2,Ey) = —j(t, Ep). Dadurch sind nur Leitfihigkeiten fiir ungerade, hoher
harmonische Frequenzen, sowie fiir ungerade Exponenten des elektrischen Fel-
des ungleich von null. In dieser Diplomarbeit wird das elektrische Feld in der

Form E(t) = Eycos(wt) = Re(Epexp(—iwt)) angelegt. Unter der Annahme
einer komplexen Leitfahigkeit folgt

j(E,w)= Re[(¢c' +i0")Eyexp(—iwt)] (5.2)
und weiter
J(E,w) = Ey -ail)/ cos(wot) + ot sin(wot)]
+ (Ep)*mtt _ J§2m+ 2 cos(wot) + 0§2m+ b sin(wot) }
+ Ey _aél)/ cos(3wot) + agl)u sin(3 wot)}
+ (Ep)*m+t - oMY cos(Bwot) + o™ T sin(3wot) }

+ . (5.3)

Da im Falle kleinerer Feldstirken Fy — 0 keine héheren harmonischen Schwin-
gungen auftreten, gilt aéi)ﬂ = O’é}l)_,’_l = 0 fiir n > 1. Im Grenzfall w — 0 ist
Jac(Eo) = oL By + o3, E3 + ... und iiber einen Koeffizientenvergleich wird das
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folgende Resultat® erhalten

o0

1o (1) 2m+1 _ Z (2m+1)
Ogc =01 O4c - 02n+1 . (54)
n=0

Durch Gleichung (5.4) ist ein Zusammenhang zwischen den in dieser Arbeit
definierten und den Definitionen der Leitfahigkeiten im Gleichstromfall herge-
stellt. Ein Vergleich dieser Definitionen mit denen aus dem Artikel von Roling
und Murugavel [30] kann im Anhang A nachgeschlagen werden.

Aus Molekulardynamik-Simulationen ist bekannt, dass die Anzahl der mog-
lichen Sprungplétze in einem ionenleitenden Glas nur geringfiigig grofer ist als
die Anzahl an vorhanden Ionen selbst [32]. Daher kann die Sprungdynamik
des Systems durch die Bewegung der Locher beschrieben werden [33]. In den
folgenden Kapiteln sollten deshalb die Teilchen eher als Locher angesehen wer-
den.

5.2 Statisches elektrisches Feld

Dieses Kapitel dient der analytischen Betrachtung des statischen Zustandes des
Ringsystems und des offenen Kanals, um qualitative Voraussagen fiir den Nie-
derfrequenzlimes treffen zu kénnen. Fiir geniigend kleine Frequenzen sollte das
System so langsam schwingen, dass es sich in jedem Zeitpunkt in einem quasi-
statischen Zustand befindet. Durch das Einsetzen von u = wugcos(wt) in die
in Kapitel 5.2.1 und 5.2.2 hergeleiteten, analytischen Gleichungen jg(u) wird
ein periodisches Stromdichtesignal erhalten. Mit Hilfe einer Fourier-Transfor-
mation konnen j; ., und jsz o bestimmt und mit den Losungen der Raten-
gleichungen verglichen werden. In den Abbildungen des Kapitels 5.3 sind die
analytischen Ergebnisse als Kreuze fiir w — 0 jeweils fiir j; und j3 eingezeich-
net.

5.2.1 Ring

Im Folgenden wird ein freies Teilchen auf einem Ring mit periodischen Rand-
bedingungen p; = py41, der Normierung Zf\il p; = 1 und Sprungraten, die das
detaillierte Gleichgewicht ') /T';,; = exp(e; — €41 + u) erfiillen,"® betrachtet.
Das elektrische Feld sowie die positive Stromrichtung zeigen von links nach
rechts. Im statischen Zustand gilt fiir den Strom die folgende Beziehung

: Zexp Ju)A Aj(u) = i\[: exp(cx) ej(p(_ﬁkﬂ‘) ‘

](u) exp( Nu p ' (u)

(5.5)
Abbildung 20(a) zeigt den Vergleich zwischen den Stromen, welche erhalten
wurden durch Formel (5.5), Mastergleichung und durch Losen der Ratenglei-
chungen im periodisch angeregten System.

39 dc steht fiir direct current und bedeutet Gleichstrom.
10y = qEa/ksT (a ist der Sprungabstand benachbarter Plitze)
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Abbildung 20: dargestellt ist j(u), ¢, = 0, Barrieren sind gleichverteilt im Intervall
[0,5kpT]. (a) Ringsystem mit 10 Plitzen, (b) offener Kanal mit 50 Platzen. Der stati-
sche Strom wurde mittels Gleichung (5.5) bzw. (5.12) und fiir den Ring auch mit Hilfe
der Mastergleichung bestimmt. Zum Vergleich dargestellt ist die Lésung mittels Ra-
tengleichungen des angeregten Systems im Niederfrequenzlimes fiir wging = 271075
bzw. Wkanal = 271077, Es wurde fiir alle drei bzw. zwei Methoden jeweils das selbe
System betrachtet und iiber 10 Systeme gemittelt.

Fiir ein geordnetes System lésst sich Gleichung (5.5) weiter vereinfachen zu
j(u) = 2qacsinh (g) I+ (u) = (u) . (5.6)

Die Teilchenkonzentration c ist im Einteilchen Modell auf ¢ = 1/N festgelegt.
Fiir eine exponentielle Ankopplung des elektrischen Feldes an die Raten ['t =
v/2 exp(£u/2) wird Motts Gleichung [34] erhalten:

. . (u
j(u) = ygac sinh <§> : (5.7)
Fiir Glauber-Raten ( I'F = 2v/[1 + exp(Fu)] ) gilt
: u
j(u) = ygac tanh <§) : (5.8)

Die Formeln (5.7) und (5.8) gelten fiir spezielle Raten jeweils fiir den geord-
neten Fall und sind abgleitet von dem allgemeineren, ungeordneten Fall (siehe
Gleichung (5.5)). Eine weitere Moglichkeit den Strom fiir den geordneten Ring
zu berechnen, bietet sich aus der Betrachtung der Stromdichte zwischen den
Platzen ¢ und ¢+1

Jit) = ni(t) TF(8) — niwa () T (1) (5.9)

Da alle Raten im geordneten System gleich sind (I'f(¢) = I'*(¢)), wird i zu
einen beliebigen Index. Daraus folgt, dass fiir jede Zeit ¢ gilt n,;(t) = n;(t) =
n(t)

30 =3:0) = mO 7 (1)~ 7 (1) = (T - T°0) . (3.10)
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Diese sehr allgemeine Formulierung der Stromdichte in Abhéngigkeit der Ra-
ten gilt fiir zeitlich konstante Raten (statisches System) und fiir zeitlich ver-
anderliche Raten. Durch Einsetzen der exponentiellen oder der Glauber-Raten
werden die Formeln (5.7) und (5.8) erhalten. Dies bestétigt zusétzlich deren
Herleitung und ermdoglicht ein tieferes Versténdnis fiir den geordneten Ring.

5.2.2 Offener Kanal

Dieses Kapitel behandelt freie Teilchen in einem offenen Kanal*!' der Linge
N. Die Teilchen werden durch das dufere elektrischen Feld (v = qEa/kgT)
angetrieben. Die einzelnen Strome zwischen den Plédtzen berechnen sich aus

Jo,1 = o — P (/B = exp(u — €1 +u))
JN,N+1 = yny — 90 (6/7 = exp(pr — ex — )
Jiivn = i =T ni (5.11)

Im statischen Zustand, gegeben durch j; ;41 = Jjs, lasst sich das Gleichungs-
system {jst, n; }iz1,.n 10sen. Fiir die Stromdichte folgt

exp(p + u) — exp(ur — Nu)
exp(ttr — Nu) /0 + explu + u) fa + exp(—u) X1y (expler — ku)/T;)
(5.12)
Die einzelnen Besetzungswahrscheinlichkeiten kénnen rekursiv berechnet wer-
den. Abbildung 20(b) zeigt den Vergleich zwischen den Strémen, welche durch
Formel (5.12) und durch Losen der Ratengleichungen im periodisch angeregten
System erhalten wurden.

jst -

5.3 DPeriodisches elektrisches Feld

In diesem Kapitel werden periodisch angeregte Systeme (E = FEjcos(wot))
im stationdren Zustand betrachtet. Dabei werden speziell das Ringsystem und
der offene Kanal untersucht. Es kann unabhéngig von beiden Systemen ein
Hochfrequenzlimes berechnet werden. Dazu wird fiir ein beliebiges System mit
freien Teilchen im stationdren Zustand gefordert

G = /t o [ni(t’)l“j(t’) - n,-H(t')r;H(t')} dt' = 0. (5.13)

Dies bedeutet, dass nur eine periodische Anregung mit der Periodendauer T
das System antreibt. Im offenen Kanal muss j;; = j, sein. Fiir Raten der Art*?

If =y +a@), Tig=w(l-al) (5.14)

1Tm Kapitel 3.1.3 wurde bereits im Rahmen der Einteilchenndherung (n;(1 — n;+1) = n;) die
Stromdichte ohne dufieres Feld angegeben.
“fiir Glauber-Raten folgt i(t) = tanh (AE(t)/2)
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folgt

i) = % Ji(t) = %Z (ni(t)l“l (t) — ni+1(t)Fi‘+1(t)>
_ % ;'y (m(®)(1+ i) ~ma) (1 —a0)) . (5.15)

Fiir w — oo gilt w > ;. Deshalb ist die Periodendauer deutlich kleiner als die
mittlere Verweilzeit eines Teilchens auf einem Platz. Daher kann die Anderung
der Besetzungsdichte wiahrend einer Periode zu null gendhert werden. Fiir ¢; =
0 gilt n;(t) = n;41(t) = n. Daraus ergibt sich fiir w — oo

}(t)%Zmn((l—i—ﬁ(t)) — (1 _a(t))) - %-a(w. (5.16)

Durch die Naherung n;(t) = n ist die Betrachtung der Randbedingungen nicht
n6tig. Die Gleichung (5.16) gilt daher im Ringsystem und im offenem Kanal.
Das Verhalten der Strome im Hochfrequenzlimes wird nur durch die verwende-
ten Raten 4(t) und durch die Barrierenunordnung bestimmt. Die Abweichun-
gen zwischen den numerisch gewonnenen Stromen und den analytisch berech-
neten liegen in der GroRenordnung von 107°. Die quadratische Abweichung der
einzelnen Besetzungsdichten vom Mittelwert®® betriigt, iiber 20 Perioden ge-
mittelt, nicht mehr als 107!°. Dies bestitigt die Ndherung n;(t) = n;, 1 (t) = n.

5.3.1 Ring

Die Stromdichte ist fiir das geordnete Ringsystem durch die Gleichung (5.10)
gegeben, in der nur die Raten zeitabhadngig sind. Sofern die Raten keine Fre-
quenzabhingigkeit besitzen, hingt das geordnete System auch nicht von der
Anregungsfrequenz ab. Dies bestétigt das komplett flache Profil der Strom-
dichten in Abbildung 21(a). Dementsprechend sind frequenzabhéngige Leitf4-
higkeiten in Ringsystemen ein reiner Unordnungseffekt.

Abbildung 21(b) zeigt die Stromdichten j; 3 in Abhéngigkeit von der Er-
regerfrequenz im ungeordneten Ringsystem. Die Kreuze markieren die analy-
tischen Werte'! fiir w — 0. Die Grundschwingung der Stromdichte j; steigt
iiber Dekaden an und besitzt fiir hohe Frequenzen einen Grenzwert. Die zwei-
te Oberschwingung der Stromdichte j3 ist negativ und steigt betragsméfig.
Um das Vorzeichen von j3 mit dem Experiment zu vergleichen, ist es wichtig
die Phasenlage des Stromes im Experiment zu klaren. Murugavel und Roling
haben ihre Stromdichten zum Sinus phasenrichtig gemessen. Demnach ist das
Vorzeichen im Experiment im Vergleich zu den hier verwendeten Definition
von j3 vertauscht. Der dritte Strom besitzt im Ringsystem also ein falsches
Vorzeichen im Niederfrequenzlimes.

*3Damit ist die quadratische Abweichung eines jeden Platzes (auch die der Randplitze im offenen
Kanal) vom Mittelwert der Besetzungsdichte aller Plitze gemeint.
Hsiehe Kapitel 5.2
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Abbildung 21: Stromdichten j; und js fiir ein Ringsystem mit 10 Platzen, Feldstéirke
u = 1qaFE/kpT, (a) geordnetes System; (b) Barrierenunordnung gleichverteilt im
Intervall [0, 10kgT], gemittelt iiber 10 Systeme

Der Anstieg des Stroms fiir hohere Frequenzen kann iiber die Driftlinge®
erklart werden. Wird eine duferes Feld angelegt, so wird das Teilchen getrie-
ben. Andert sich das Vorzeichen des Feldes periodisch, so stellt sich die Frage,
wie weit ein Teilchen wihrend einer halben Periode getrieben wird. Da die
Driftlange antiproportional zu Erregerfrequenz ist, liegt sie fiir kleine Frequen-
zen deutlich iiber der Lange des Kanals. Das Teilchen wird wihrend einer
Halbperiode iiber den gesamten Ring getrieben und der Strom wird durch die
grokte Barriere bestimmt. Mit steigender Frequenz sinkt die Driftlinge, bis sie
deutlich unterhalb der Linge des Kanals liegt. Die Teilchen werden nicht mehr
durch den gesamten Kanal transportiert, sondern nur noch um eine Ruheposi-
tion verschoben. Sie verbleiben beinahe am selben Platz, wie es vergleichsweise
im Wechselstrom der Fall ist. Der Strom ist die Summe aller Einzelstrome zwi-
schen den verschieden Ionenpliatzen. Daher dominiert die kleinste Barriere und
der Strom steigt an. Dies ist aus der hergeleiteten Formel (5.16) am Anfang des
Kapitels 5.3 ersichtlich. Der Strom ist proportional zur Summe der einzelnen
Raten, welche antiproportional zu den dazugehérigen Barrieren sind.

5.3.2 Offener Kanal

In diesem Kapitel wird der offene Kanal mit Verbindungen zu zwei Teilchenbéa-
der untersucht. Abbildung 22 zeigt eine logarithmische und eine lineare Dar-
stellung der Strome. Die logarithmierten Kurven gleichen den Resultaten der
Experimente. Der Anstieg der Grundschwingung des Stromes j; setzt leicht
spater ein als der Abfall der zweiten Oberschwingung js3. Die zweite Ober-
schwingung j3 besitzt das selbe Vorzeichen wie in den Experimenten.?6

Im linearen Plot ist zu erkennen, dass j; einen Hochfrequenzlimes besitzt und
J3 das Vorzeichen wechselt. Der offene Kanal und der Ring verhalten sich im
Hochfrequenzlimes gleich. Dies wurde am Anfang des Kapitels 5.3 bewiesen.

“Die Driftlinge ist die Strecke, iiber welche ein Teilchen im Mittel wihrend einer Halbperiode
getrieben wird.

4Da im Experiment das elektrische Feld zum Sinus phasenrichtig angelegt wurde, findet ein
Vorzeichenwechsel zu der hier benutzen Definition der Strome statt.
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Abbildung 22: Stromdichten j; und js fiir einen offenen Kanal mit 100 Plétzen,
w = pr = 0kpT, Feldstirke u = 2.0qaE/kpT, Barrieren sind gleichverteilt im
Intervall [0,8kpT], (a) logarithmische Stromskala, Ausschnitt aus den Daten; (b)
lineare Stromskala, alle Datenpunkte sind aufgetragen.
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Abbildung 23: Stromdichten j; und js fiir einen offenen Kanal, y; = p, = 0kpT,
Feldstdrke v = 2.0qaE/kgT, (a) geordnetes System mit 50, 100, 200 Plétzen; (b)
50 Platze, Barrieren sind gleichverteilt im Intervall [0, 8kpT], iiber 10 verschiedene
System gemittelt.

Fiir sehr kleine Frequenzen werden die Teilchen pro halbe Periode durch den
gesamten offenen Kanal getrieben, so wie dies auch der Fall im Ringsystem
ist. Wenn durch Verringerung der Frequenz die Driftlinge in die Nahe der
Kanalldnge ansteigt, nimmt der Einfluss der Randbedingung zu. Ein deutli-
ches Anzeichen dafiir ist der Vorzeichenwechsel von j3. Der eben beschriebene
Randeffekt nimmt deutlich ab mit der Erhéhung der Barrieren zwischen den
Rindern und dem jeweils ersten und letzten Platz. Fiir hohere Werte!” von
Ui, ny1 < —5kgT geht die Stromdichte im Niederfrequenzlimes gegen null.
Dies bestétigt, dass alle Teilchen, die zum Stromfluss beitragen, fiir w — 0
wahrend einer halben Periode von einem Teilchenbad in das andere Teilchen-
bad transportiert werden.

Um den Einfluss des Randes besser verstehen zu konnen, wird kurz auf das
geordnete System eingegangen. Der geordnete Fall in der Abbildung 23(a) zeigt

U, N1 sind die Barrieren zwischen dem linken Rand und dem ersten Platz bzw. zwischen dem
N-ten Platz und dem rechten Rand.
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einen Abfall von j; und js fiir verschiedene Kanallingen N. Es existiert kein
Vorzeichenwechsel im dritten Strom. Das angelegte elektrische Feld bewirkt
eine Erhohung bzw. Verringerung der potentiellen Energie. Dies bedeutet eine
effektive Erh6hung bzw. Verringerung der einzelnen Platzenergien. Der Abfall
der potentiellen Energie zwischen den einzelnen Plitzen treibt die Teilchen an.
Im Gegensatz zum Ringsystem wirkt sich das elektrische Feld im offenen Ka-
nal auch auf die elektrochemischen Potentiale ji; , der beiden Teilchenbéider
aus (sieche Kapitel 3.3). Wihrend einer positiven Halbschwingung ist das linke
Potential vom vorgegebenen Wert 1; = 0 um wug erh6ht. Dadurch ist die Rein-
sprungrate grofer als die Raussprungrate. Am rechten Rand wird p, von null
auf —upyy1 abgesenkt. Hier ist im Gegensatz die Raussprungrate grofer als die
Reinsprungrate. Aufgrund der unterschiedlichen elektrochemischen Potentia-
le entsteht ein Dichtegradient im Kanal. Dies bedeutet, dass zuséitzlich zum
Antrieb durch den elektrischen Feldgradienten das unterschiedliche elektroche-
mische Potential den Strom verstirkt. Fiir hohe Anregungsfrequenzen reicht
die kurze Zeit wiahrend einer Halbperiode nicht aus, um geniigend Teilchen in
den Kanal zu injizieren. Sie wandern nicht weit genug in den Kanal hinein und
werden wiahrend der nichsten Halbperiode wieder vom selben Rand absorbiert.
Anders ausgedriickt ist die Zeit einer Halbperiode nicht mehr lang genug, um
den aktuellen Gradienten des elektrochemischen Potentials durch den gesam-
ten Kanal zu propagieren. Fiir grofere Kanile sollte der Abfall des Stromes
dementsprechend bereits bei kleineren Frequenzen einsetzen. Dies bestétigt
Abbildung 23(a), in der Strome fiir drei verschiedene Kanalldngen dargestellt
werden. Eine Verdopplung der Lénge fiihrt zu einer Halbierung der Frequenz,
ab welcher der Abfall des Stromes einsetzt.

Im geordneten Kanal dndert js sein Vorzeichen nicht (sieche Abbildung 23(a)).
Es handelt sich beim Vorzeichenwechsel um einen Unordnungseffekt. In Ab-
bildung 23(b) werden weitere Resultate zum ungeordneten, offenen Kanal ge-
zeigt. Diese besitzen im Gegensatz zu denen aus Abbildung 22 einen Abfall
von ji. Dieser Abfall ist mit den eben aufgefiihrten Argumenten zum geordne-
ten System zu erkldren. Der spitere Anstieg liegt in der Barrierenunordnung
begriindet.

5.3.3 Zusammenfassung

Das Verhalten des Ringsystems und des offenen Kanals ist im Hochfrequenz-
limes gleich, da in beiden Systemen Glauber-Raten und eine gleichverteilte
Barrierenunordnung verwendet wurden. Der Unterschied zwischen beiden Sys-
temen liegt in der Dynamik im Niederfrequenzlimes und im Ubergang zu die-
sem Grenzwert. Dieser wurde fiir beide Modelle analytisch hergeleitet und mit
den numerischen Rechnungen verglichen.?® Der offene Kanal ist besser geeig-
net um die nichtlinearen, frequenzabhingigen Effekte der Experimente aus
den Artikeln [30, 31] von Murugavel und Roling zu beschreiben, da die Ver-
bindungen zu einem Teilchenbad unter anderem ein Vorzeichenwechsel von j3
bewirken. Der zusétzliche Antrieb der Teilchen durch den Dichtegradient fiir

*Die Kreuze lagen fiir w — 0 immer genau auf den Geraden der numerischen Rechnungen.
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kleine Frequenzen spielt dabei eine wichtige Rolle.

Zum Schluss dieses Unterkapitels wird kurz auf Gleichrichtungseffekte ein-
gegangen. Das Ringsystem weist fiir beliebige Barrierenunordnungen keinerlei
Gleichrichtung auf, da weder gerade Strome j5, noch gerade Leitfdhigkeiten
%" in den Berechnungen ermittelt wurden. Der Kanal besitzt jedoch bei Bar-
rierenunordnung deutliche Gleichrichtungseffekte. Daher wurden in allen Be-
rechnungen des Kanals die Barrieren spiegelsymmetrisch zur Mitte angeordnet.

5.4 Effektive Sprungdistanzen

Effektive Sprungweiten sind von grofsem Interesse, da sie eine mikroskopische
Grofke des Systems darstellen, welche sich durch Messen makroskopischer Ob-
servablen bestimmen ldsst. Durch Anlegen einer Gleichspannung an Glaspro-
ben wurde in Experimenten [35, 36| die effektive Sprungweite a auf 15 — 30A
bestimmt. Roling und Murugavel erhalten sogar Werte zwischen 39A und 55A.
Aus Molekulardynamiksimulationen ist bekannt, dass der mittlere Abstand
zweier benachbarter ionischer Plitze ungefihr bei 2.5 — 3A [37, 38] liegt. Das
fiihren Murugavel und Roling auf die amorphe Struktur der Glaser zuriick.

Wie bereits erwdhnt, verhalt sich der Strom ohne Gleichrichtungseffekte in
Abhéngigkeit des elektrischen Feldes wie j4.(Fo) = o). Fo + 03, Es + ... . Aus
Symmetriegriinden (I'*(u) = T'"(—u) ) und dem detaillierten Gleichgewicht
folgt eine generelle Form der Raten

1 1 1
Fi(u):%<1i§u+au2i§(a—ﬁ)u3+...>. (5.17)

Einsetzen in Gleichung (5.6) oder (5.10) fiithrt fiir den Ring auf

: v Ly 3 5
Jae(u) = N(u + (a - E)u + O(u )) . (5.18)
Mit jge(u) = gaNcjg.(u) (c als Teilchendichte) und u = qaFE/kgT kann iiber
das Verhiltnis von 03 /c! die effektive Sprungdistanz*® a berechnet werden

3 knT 2
a’ = U_# _ (5.19)
R CE

Dabei ist o abhéngig von der Art der Raten und ist zum Beispiel fiir Glau-
ber-Raten null. Fiir exponentielle Raten (o = 1/8) wird die bereits bekannte
Formel aus den Artikeln von Roling, Murugavel und Heuer [30, 31| erhalten.
Interessant ist die Tatsache, dass fiir Glauber-Raten eine negatives o3, er-
forderlich ist, um ein positive Sprunglénge a zu erhalten. Dagegen besitzen

exponentielle Raten ein positives 3.

In periodisch angeregten Systemen werden die Leitfdhigkeiten durch die ein-
zelnen U(Qgﬁ)w beschrieben (siche Kapitel 5.1). Thre Vorzeichen hingen vom
Bezugssystem ab, welches sich auf die Phasenlage der periodischen Anregung

*9in beliebigen Einheiten (sofern nicht A angegeben)
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des Systems bezieht. Im Niederfrequenzlimes ergibt sich 03?‘“ durch die Sum-

me aller Tty Daher kénnen trotz negativem o, einzelne of, ., positiv
sein.

Da die Gleichung (5.19) fiir das Ringsystem gilt, wird im Folgenden nur der

Ring betrachtet. Durch Losen der Gleichungen (5.6) und (5.10) fiir verschiede-
ne u, kann mit Hilfe eines Polynomialfit o' und ¢ bestimmt werden. Da alle
physikalischen Konstanten auf eins gesetzt wurden, ist die tiber Formel (5.19)
bestimmte effektive Sprungweite eins.
Durch numerisches Losen der Ratengleichungen fiir periodisch angeregte Sys-
teme werden die einzelnen ji(u), js(u), js(u) ... erhalten. Mit Hilfe eines Po-
lynomialfit dieser Stréme lassen sich die jeweiligen Leitfahigkeiten berechnen.
Uber Gleichung (5.4) ist im Niederfrequenzlimes ein Zusammenhang der Leit-
fahigkeiten der Oberschwingungen mit denen des Gleichstromfalles hergestellt.
In der folgenden Tabelle sind die Werte der einzelnen bestimmten Leitfahigkei-
ten® fiir ein geordnetes Ringsystem mit 10 Plitzen aufgelistet. Die Sprungdis-
tanz betragt 0.93. Die ungenaue Sprungdistanz ist auf relativ wenige Werte von
u zuriickzufiihren. Die Anzahl der Werte fiir u ist durch die hohe Rechenzeit
begrenzt.

(2n+ 1w 0(12n+1)w ‘7(32n+1)w 0(52n+1)w
w 0.99329 —0.05556 0.00297

3w —0.00388 —0.01674 0.00125

Sw —0.00110 0.00123 0.00007

Die linearen o hoherer Ordnung sind zwar ungleich null, aber im Vergleich
zu o um mehr als zwei Grokenordnungen kleiner. o3, wird (siehe Gleichung
(5.4)) hauptsiichlich durch ¢} und &3 beeinflusst.

Wihrend im geordneten Fall keine Frequenzabhingigkeit existiert (siehe
Kapitel 5.2), muss im ungeordneten System im Niederfrequenzlimes gerechnet
werden, um iiber die Formeln (5.4) und (5.19) Sprungweiten berechnen zu
konnen. In folgender Tabelle sind die Werte fiir ein Ringsystem mit 10 Pliatzen
und einer gleichverteilten Barrierenunordnung ([0, 5.0 kg7]) aufgetragen. Die
Frequenz betrigt w = 27107 und liegt unterhalb der Grenzfrequenz® des
Niederfrequenzlimes. Der Strom wurde vorher iiber 50 verschiedene Systeme
gemittelt, bevor mit Hilfe der Polynomialfitroutine die einzelnen o bestimmt
wurden.

(2n + 1) w 0(12n+1)w O-?Qn—i-l)w U?Qn—‘rl)w
w 0.05504 —0.00307 0.00016

3w —0.00021 —0.00093 0.00007

Sw —0.00006 0.00007 0.00000

Aufgrund der Barrierenunordnung sind die einzelnen I'; kleiner als v = 1. Da-
her werden die Leitfahigkeiten kleiner. Da alle Werte um den Faktor 18 kleiner

%051 in Einheiten von ygac (ga/ksT); o in Einheiten von ygac (ga/ksT)?; o® in Einheiten von

vqac (qa/keT)?
*lw_o =~ 27107 * siehe Abbildung 21 im Kapitel 5.3
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sind, wird der nichtlineare Effekt im Niederfrequenzlimes durch die Unordnung
weder verstirkt noch geschwiicht. Dies gilt auch fiir die o' hoherer harmoni-
scher Schwingungen, welche null® sein sollten. Dabei handelt es sich um einen
systematischen Fehler des Matlab Differentialgleichungslosers. Die Sprungdis-
tanz ergibt sich wie im geordneten Fall auf 0.93.

Obwohl die Gleichung (5.19) zur Bestimmung der Sprungweite fiir ein geord-
netes System hergeleitet wurde, sind die gewonnenen Ergebnisse zum unge-
ordneten Kanal dennoch quantitativ gleichwertig zum geordneten Fall. Die
berechneten Sprungdistanzen sind bis auf weniger als ein Prozent gleich. Dies
zeigt, dass mit Hilfe von Gleichung (5.19) Messergebnisse von reale Glaspro-
ben qualitativ ausgewertet werden konnen, obwohl diese ungeordnete Systeme
sind. In der Literatur werden hiufig nur exponentielle Raten betrachtet, dies
reicht jedoch nicht aus. Es miissen allgemeine Raten betrachtet werden, da die
Form der Raten die Gleichung (5.19) beieinflusst.

52aus Formel (5.4) ersichtlich
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Diplomarbeit wurden verschiedene Modelle fiir die Sprungdynamik
von Teilchen in eindimensionalen Kanélen untersucht, die am linken und rech-
ten Ende mit Teilchenreservoiren mit den chemischen Potentialen p; und p,
verbunden sind. Die Platzenergien ¢; und die Barrierenenergien U; charakteri-
sieren die Energielandschaft im Kanal. Zusétzlich kann diese Landschaft durch
ein dukeres Potential modifiziert werden, das einem raumlich konstanten, trei-
benden Feld o u entspricht. Es wurden im Detail drei verschiedene Situationen
betrachtet mit den folgenden Ergebnissen:

e Transport im geordneten Kanal ohne duferes Feld (u;, u, # 0, U; = 0,
¢; = 0, u = 0) - Die Teilchenbéder werden durch ihre chemischen Potentia-
le charakterisiert. Die Rein- und Raussprungraten werden so gewdhlt, dass
sie das detaillierte Gleichgewicht unter Verwendung des grofkanonischen En-
sembles erfiillen. Durch néchste Nachbarwechselwirkungen entstehen Stufen in
der Stromdichte in Abhéngigkeit der chemischen Potentiale 1 und p,., welche
auf die Besetzungsdichte zuriickzufiihren sind. In diesem System existiert ein
Teilchen-Loch-Symmetriebruch. Es stellte sich auferdem heraus, das fiir klei-
ne Wechselwirkungen das Einkanal-System und das Zweikanal-System quali-
tativ gleichwertige FErgebnisse liefern. Noch offene, spannende Fragen bilden
Nahordnungseffekte, die sich aufgrund der Nachbarwechselwirkung im Kanal
ausbilden. Interessant ist, ob die Art der Uberstrukturierung der Teilchen im
Kanal durch die Reichweite der Teilchen-Teilchen-Wechselwirkungen abhéngt.

e Transport im geordneten Kanal mit duferem Feld (u, pu, # 0, U; = 0,
e, = 0, u # 0) - Im TASEP bilden sich abhéingig von den Rein- und Raus-
sprungraten («, (5) Phasen der hohen und niedrigen Besetzungsdichte sowie
der maximalen Stromdichte aus. Diese Phasen sind durch Phaseniiberginge
erster und zweiter Art von einander getrennt. Diese Ergebnisse stimmen mit
denen aus der Literatur iiberein. Es wurden néchste Nachbarwechselwirkun-
gen in dem TASEP eingefiihrt, wobei die Sprungraten das detaillierte Gleich-
gewicht hinsichtlich des grofskanonischen Ensembles erfiillen. Im Gegensatz zu
den haufig in der Literatur verwendeten Raten 1 + ¢ und deren Behandlung
des Randes fiihrt eine Anbindung iiber eine Wechselwirkungsenergie zu keinen
zusatzlichen Phaseniibergdngen.

o Nichtlinearer Transport im ungeordneten Kanal (u, p, = 0, U; # 0,
e; = 0, u # 0) - Die Frequenzabhéngigkeit der Leitfihigkeiten entsteht durch
Unordnungseffekte in den Barrieren. Der offene Kanal und das zusitzlich in
diesem Kapitel betrachtete Ringsystem verhalten sich im Hochfrequenzlimes
gleich, besitzen aber im Niederfrequenzlimes eine unterschiedliche Dynamik.
Es stellte sich heraus, dass das Modell des offenen Kanals sich besser eignet
als das Ringsystem, um getriebene lonenleitung in Glésern zu beschreiben.
Durch Bestimmung der Leitfahigkeiten konnen analytisch effektive Sprungdis-
tanzen berechnet werden. Es wurde gezeigt, dass diese effektiven Sprungwei-
ten von der Art der Raten abhingen. Es geniigt daher nicht, Experimente
ausschlieklich anhand spezieller Raten auszuwerten, vielmehr muss dies unab-
héngig von den Raten geschehen. Da die meisten Experimente zur Bestimmung
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von effektiven Sprungdistanzen im Niederfrequenzlimes bzw. im Gleichstrom-
fall gemessen werden und da gezeigt wurde, dass in diesem Fall der offene Rand
einen wesentlichen Einfluss auf die Dynamik im System besitzt, miissen die
Sprungdistanzen in einem offenen Kanal analytische betrachtet werden. Dies
wird zusétzlich zu einem besseren Verstindnis des offenen Systems fiihren.
Auferdem sollten die nummerischen Rechnungen beziiglich der Leitfahigkei-
ten mit Monte-Carlo-Simulationen unterlegt werden.

Des weiteren kann der offene Kanal auf zwei Dimensionen erweitert und im Fal-
le der nichtlinearen Leitfihigkeiten Hard-Core-Wechselwirkungen eingefiihrt
werden.
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A Definition der Leitfahigkeiten

Dieser Anhang dient dazu die in dieser Arbeit verwendeten Leitfahigkeiten mit
denen aus dem Artikel von Murugavel und Roling [30] zu vergleichen. Im Ka-
pitel 5.1 wurde gezeigt, das die Stromdichte j(¢) nach dem elektrischen Feld
entwickelt und aufgrund ihrer Periodizitdt zusétzlich als Summe von iiber-
lagerten Cosinus- und Sinusfunktionen dargestellt werden kann. Die einzelnen
Koeffizienten o™ (Cosinus) und ¢, (Sinus) beschreiben gemeinsam die Leitfi-
higkeit des Materials. Da bisher in Experimenten keine Gleichrichtungseffekte
beobachtet wurden, folgt aus Symmetriegriinden: j(t,—Ey) = —j(t, Ey) und
Jj(t £T/2,Ey) = —j(t, Ey). Dadurch sind nur Leitfahigkeiten fiir ungerade,
hoher harmonische Frequenzen, sowie fiir ungerade Exponenten des elektri-
schen Feldes ungleich von null. Das Anlegen einer sinus-formigen Spannung
E(t) = Epsin(wt) = Re(Ey exp(—iwt + 7/2)) fiihrt mit

Jj(E,w) = Re[(¢o' +ic")Eyexp(—iwt + 7/2)] (A1)
auf
: _ ) _ L7
J(E,w) = Ey oy’ sin(wet) — oy COS(wot)}
+  (Ep)? _of’)/ sin(wot) — o cos(wot)}
+ Ey — Oél), sin(3 wot) + aél)ﬁ cos(3 wot)]
+  (Ep)? - aéS)/ sin(3wot) + Uég)” cos(3 wyt) ]
+ Ey aél), sin(5 wot) — aél)u cos(h wot)]
b (Bt
+ Ey — Uél), sin(7 wot) + Ugl)ﬂ cos(7 wot)]
+ (A.2)
Unter Rolings Annahme j = 01 E + o3E® + o5E°> + ... fiihrt £ =
Eysin(wt) zu einem Phasenstrom j' von
j' = o1 Egsin(wt) + o3 (Ep)?sin®(wt) + o5 (Ep)°sin®(wt) + ... . (A.3)
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Mit Hilfe von trigonometrischen Umformungen

o5 (o) sin(wt) — o5 (Ep)? %L[Bsin(wt) ~ sin(3uwt)
05 (Eo)’sin®(wt) = o5 (Fp)® [sin®(wt) - sin®(wt) |
= 05 (E)° [%( 1 —cos(2wt) ) - i(?)sin(wt) —sin(3wt) )|
— oy (B [gsm(wt) _ ésin(?)wt)
3

1
—3 sin(wt) cos(2wt) + 3 sin(3 wt) cos(2wt) |
1
— oy (Fo) | g sinut) — < sin(3 1)

3 . 3 .
— —sin(—wt) — T sin(3 wt)

16
+ L sin(wt) + = sin(5wt)]
1681I1w 16Sln w

ergibt sich schlieflich
3
J = oj(w) Eysin(wt) + 2 oy (w) (Ep)? sin(wt)
1
~1 o5(3w) (Ep)? sin(3 wt)

15 o) (Eo) sin(ut)

—% o/ (3w) (Bo)? sin(3 wt)

1, .
+1_6 o5 (5w) (Ep)° sin(bwt) . (A.4)

+

Ein Vergleich der Leitfdhigkeiten von Roling zu den in dieser Diplomarbeit
verwendeten kann der folgenden Tabelle entnommen werden.

Murugavel, Roling hier verwendete Raten
o (w) 1 UF)I
oh(w) 5 o%
74(w) 1850
ol (3w) 40
- 5 7
ot(3w) 1 O’é ) ,
ol(5w) 16 o
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B Plots vom offenen Kanal

<n.n> - <n><n>
<n n> - <n><n>

Abbildung 24: Korrelation (n;n;) — (n;)(n;) aufgetragen fiir ein geordnetes System
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Abbildung 25: Ratengleichungen: offener Kanal mit 10 Plitzen, ¢; = 0, ohne Wech-
selwirkung, (a) mittlere Besetzungsdichte, (b) mittlere Stromdichte
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Abbildung 26: Verhiltnis der Stromdichten mit N = 10 zu N = 100, fir pu; = pr
wurde das Verhéltnis 100/10 eingesetzt. (a) MC-Simulation, (b) Ratengleichungen
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Abbildung 27: Verhaltnis der Stromdichten mit N = 100 zu N = 120, fir p = pr
wurde das Verhiltnis 120/100 eingesetzt. (a) MC-Simulation, (b) Ratengleichungen
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Abbildung 28: Differenz der Teilchenstrome: (a) jymc—Simulation — Janalytisch, die Abwei-
chungen sind auf statistische Schwankungen der MC-Simulation zuriickzufiihren, (b)
JRatengleichungen — Janalytisch, der Fehler liegt im Bereich der numerischen Genauigkeit
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Abbildung 29: Differenz der mittleren Besetzungswahrscheinlichkeit: (a) (ngim) —
(nana) (MC-Simulation und analytische Losung), die Abweichungen sind auf statis-
tische Schwankungen der MC-Simulation zuriickzufiihren, (b) (nraten) — (Pana) (Ra-
tengleichung und analytische Losung), der Fehler liegt im Bereich der numerischen
Genauigkeit
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Abbildung 30: mittlere Besetzungsdichte des offenen Kanals mit Wechselwirkungs-
energie Vy,,, = 3,5 , 100 Plétzen, (a) einfacher Kanal, (b) Zwei-Kanalsystem
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Abbildung 31: mittlere Stromdichte des offenen Kanals mit Wechselwirkungsenergie
Vin = 3,5, 100 Pldtzen, (a) einfacher Kanal, (b) Zwei-Kanalsystem
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Abbildung 32: graphische Darstellung von (n(u, pr)) + (n(—pr, —u)) im gy, » Pha-
senraum fiir V,,, = 0,5kgT, (a) Einkanal-System, (b) Zweikanal-System; Ist die
Teilchen-Loch Symmetrie nicht gebrochen, ergibt die Summe eins.
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Abbildung 33: graphische Darstellung von j(u, pr) — j(—por, —p) im gy, Pha-
senraum fiir V,,, = 0,5kgT, (a) Einkanal-System, (b) Zweikanal-System; Ist die
Teilchen-Loch Symmetrie nicht gebrochen, ergibt die Differenz null.
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C Exponentiell verteilte Zufallszahlen

In diesem Anhang wird gezeigt, wie gleichverteilte Zufallszahlen G(r) im Inter-
vall [0, 1] exponentiell V(t) = v exp(—~ t) auf das Intervall [0, 00 [ umverteilt
werden. Der Ansatz geht iiber die Fliachen der Verteilungsfunktionen, da diese
beide auf eins normiert sein miissen. Die Normierung ist bei der gleichverteil-
ten Zufallszahl bereits gegeben und wird bei der Exponentialverteilung durch
die Rate v als Vorfaktor erreicht. Gleichsetzen der Flidchen ergibt:

T T t t
/ G(r)dr' = / ldr' =r = / V(t"dt' = / vexp(—y t')dt' = 1—exp(—v t) .
0 0 0 0

(C.1)
Nach Umstellen nach ¢ folgt:
—In(l —r)

t = —7 ) (C.2)

Werden zeitabhéngige Raten betrachtet, so ergibt sich die Verteilungsfunktion:

V(t) = A exp ( - /O tfy(t’) dt’) . (C.3)

v(t) ist zum Beispiel fiir Glauber-Raten:

200

() 1+exp (AE(t)) (C-4)
Fiir verschiedene Arten von Raten kann keine analytische Stammfunktion
oder fiir diese keine Umkehrfunktion gefunden werden. In diesem Fall bie-
tet sich die Verwerfungsmethode an. Es werden Zufallszahlen aus einer gege-
benen Verteilungsfunktion G(t) gezogen. Diese Zufallszahl x wird akzeptiert,
wenn eine zusétzliche gleichverteilte Zufallszahl [0, 1] kleiner gleich dem Fak-
tor A-V(x)/G(x) ist. Andernfalls wird die Zahl verworfen. Der Faktor A muss
derart gewihlt sein, das immer X - V() < G(t) gilt.
Um Zufallszahlen aus der Funktion V() (sieche Gleichung (C.3)) zu ziehen,
eignet sich als Verteilungsfunktion G(t) die Exponentialfunktion 7 exp(—A4t),
da exponentiell verteilte Zufallszahlen sich leicht ziehen lassen. Wenn die Ra-
te 4 hinreichend klein ist und A durch A - V(0) < G(0) bestimmt ist, so gilt
A-V(t) < G(t) immer. ¥ = Ypin Mit Ypin = Minimum(v(t)) erfiillt diese
Bedingung. Es gilt:

V() S G(t) = A exp ( — / Y)Y dt') < i XD(~Tmin 1), (C.5)

mit A - V(0) = G(0) folgt A = Ymin und fiir das Akzeptieren der Zufallszahl y
anhand der gleichverteilten Zufallszahl ¢ ergibt sich schliefslich:

Vexp (= Ju()dt) _exp (= [ia(t)dr) xp (Yomint — /tv(t’) at') = .

Tmin €XP ( — Ymin t) B exp ( — Ymin t)
(C.6)

Folgend eine Umsetzung in C:
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double ran_exp(double rate)
{
return -log(l.0-m_random())/rate;

}
double ran_time_dependent(double (*rate_fkt) (double t), double min_rate)

{
double t=ran_exp(min_rate);
while (m_random()>=exp(min_rate*t-m_int(rate_fkt,0,t)))
t=ran_exp(min_rate);
return t;

3

m_int (rate_fkt,0,t) ist eine Integrationsroutine von Numerical Recipes und
m_random ein Zufallszahlengenerator mit Gleichverteilung.

D Waiting Time Monte Carlo Simulation

Im Metropolis Algorithmus sind die Zeitabstédnde konstant. So kann eine Ob-
servable durch Summieren des aktuellen Wertes in jedem Schritt und anschlie-
fsendem Normieren durch die Gesamtschrittanzahl bestimmt werden. In der
Waiting Time Monte Carlo (WTMC) Methode sind hingegen die Zeitabsténde
zwischen den Spriingen nicht dquidistant. Dadurch muss iiber n; - t,;, sum-
miert und anschliefend auf tgesame normiert werden. Auferdem muss Acht bei
der Wahl von t,;, fiir die Berechnung der Observablen gegeben werden. Zu-
erst wird die kleinste Zeit gesucht, dann die Observablen bestimmen und erst
danach der Sprungprozess im System ausfiihrt. Jeder Zustand muss mit der
Zeitdauer gewichtet werden, die er existiert hat. Ein Verdrehen dieser Rei-
henfolge hat ein falsches Importance Sampling zur Folge, was falschlicherweise
leicht auf statistische Schwankungen zuriickgefiihrt wird.

Beim Umsetzen eines Waiting Time Algorithmus sollte ein grofser Augen-
merk auf das Abspeichern der einzelnen Prozesse und deren Zeiten in Listen
gelegt werden. Denn hier wird sich viel Rechenzeit sparen lassen. Im Rahmen
dieser Arbeit wurden drei Listen und ein zweidimensionales Feld verwendet.
In den Listen werden der Platz, die Art des Prozesses und die Zeit gespeichert.
Ein Prozess besitzt in den drei Listen den selben Index. Das Feld speichert
im Umkehrschluss zugehorig zum Platz und der Art des Sprunges den Index
der drei Listen. Zusétzlich gibt es 4 Funktionen die das Handhaben des Kern-
programmes vereinfachen. Diese realisieren das Hinzufiigen, das Loschen, das
Aktualisieren eines Sprungprozesses sowie das Reduzieren aller Zeiten nach ei-
nem Schritt.

Um die eben vorgestellte Methode nutzen zu kénnen, werden mehrdimensiona-
le Gitter auf eindimensionale umgerechnet®. Zusétzlich muss eine einheitliche
Festlegung der Art des Prozesses in Zahlen getroffen werden. Diese Zahlen soll-
ten immer von null an aufsteigend gewihlt werden. So wére zum Beispiel ein
Linkssprung die Null, ein Rechtssprung die Eins, das Adsorbieren eines Teil-

33Fiir ein zweidimensionales Gitter mit N, als Anzahl der Plitze in x Richtung und i, 4, als Index
der Richtungen ergibt sich i1p = N, - ¢» + ¢y und umgekehrt ¢, = i1p div Ny, iy =i1pmod N, .
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chen die Zwei und das Desorbieren die Drei. Hierbei muss sorgféltig gewahlt
werden, welcher Platz als Bezugspunkt benutzt wird. Das Springen auf einen
anderen Platz kann zum Beispiel immer auf den Startplatz bezogen werden.
Bei Spriingen, die in das System hinein oder aus ihm heraus fiihren, fiihrt dies
aber zu einem Problem. Hier konnen imaginére, zusitzliche Orte im Gitter ein-
gefiigt werden oder die Routine konnte sich auf den Zielplatz beziehen. Dies
hdngt von dem betrachteten System und den eventuell damit verbundenen
Vorteilen ab.

Mit geringem Programmieraufwand kann der Code verbessert werden, in

dem das Subtrahieren der Zeit des ausgefiihrten Prozesses optimiert wird.
Wenn t,,;, 1 die kleinste Zeit im aktuellen Schritt ist, so miissen die Zeiten der
verbleibenden Prozesse nicht um ., verkleinert werden. Es reicht, die Zei-
ten der neu hinzugefiigten Prozesse um t,,;, 1 zu erhéhen. Im darauf folgendem
Schritt ist ¢, 2 die kleinste Zeit. Wihrend im ersten Schritt die aktuelle Zeit
Talobal UM iy 1 erhoht wurde, so wird diese im zweiten Schritt um #min 2 — tmin 1
erhoht. Neu hinzugefiigte Prozesszeiten miissen fortan um ¢, o erhdht wer-
den. Im dritten Schritt schreitet die Zeit nun um #,, 3 — tmin 2 fort. Dieser
Algorithmus spart sehr viel Rechenzeit fiir groke System mit vielen moglichen
Prozessen, in denen in einem Schritt aufgrund geringer Wechselwirkungen nur
wenige Prozesse gedndert bzw. neu hinzugefiigt werden.
Diese Prozedur sollte aber nur einige Schritte laufen und danach wieder von
vorne beginnen, da sonst ein numerischer Fehler auftreten kann. Es passiert
schnell®, dass nach 1000 Schritten die sich so aufsummierte Zeit ¢pin 1000 iiber
10° Zeiteinheiten liegen kann. Dadurch werden die letzten fiinf Stellen in der
Zeitauflosung eingebiiftt. Noch stéirker tritt dieser Effekt auf, wenn wie im An-
hang E nur eine Variable fiir die aktuelle Zeit benutzt wird. Im Folgenden wird
ein System mit N Plitzen, dessen Raten I'; ~ 1 sind, betrachtet. Wenn der
Kanal eine mittlere Dichte (n) ~ 0.5 besitzt, existieren gleichzeitig ungefdhr N
Prozesse. Daraus folgt, dass die t,;, in der Ordnung I';/N ~ 1/N sind. Wenn
also die aktuelle Zeit des Simulationsprogrammes bei 10*° liegt, wird nur noch
mit vier bis fiinf Stellen®® nach dem Komma in der Zeit gerechnet. Somit kann
es passieren, dass zwar Prozesse ausgefiihrt werden, sich die Zeitvariable aber
nicht mehr &ndert. Dieses Problem kann umgangen werden, indem die Zeit
in einen Integer und einen Double aufgeteilt wird: t.xiuen = Xtint + tdouble Mit
x als Zeitfaktor. In groferen Systemen mit Nachbarwechselwirkungen muss-
te sogar eine weitere Integervariable eingefithrt werden um einen Uberlauf zu
vermeiden.

E C-Code einer WTMC-Simulation

Das Kernprogramm besteht aus vier Hilfsfunktionen und der Hauptschleife,
welche zuerst einige Spriinge durchfiihrt, um in den Stationdren Zustand zu
gelangen und dann mit dem Berechnen der Dichte und des Stromes beginnt.
Die Anzahl der Spriinge sind vorerst als feste Vorgabe gewihlt und beruhen

gerade in Systemen mit hohen Teilchen- oder Lochkonzentrationen
35fiir einen double in C
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auf Erfahrungswerten. Es ist leicht eine anderes Abbruchkriterium mit einer
,while“ Schleife einzufiigen.

void mainloop(void)
{
int i, anz_i, fastest_process, rl, anz_warm_up=20000*n_max,
anz_measure=200000*n_max;
global_time=0.0;
for (anz_i=0;anz_i<anz_warm_up;anz_i++)
{
fastest_time=process_field_time[0];
fastest_process=0;
for (i=1;i<process_field_length; i++)
{
if (fastest_time>process_field_time[i])
{
fastest_time=process_field_time[i];
fastest_process=i;
}
}

global_time+=fastest_time;

work(process_field_site[fastest_process], process_field_rl[fastest_process]);

init_time_density(), init_time_current();

for (anz_i=0;anz_i<anz_measure;anz_i++)

{
fastest_time=process_field_time[(fastest_process=0)];
for (i=1;i<process_field_length; i++)

{
if (fastest_time>process_field_time[i])
{
fastest_time=process_field_time[(fastest_process=i)];
}
}

global_timet+=fastest_time;
density(), current();

work(process_field_site[fastest_process], process_field_rl[fastest_process]));

density_analyse(), current_analyse();

}

void reducing_time (void)
{
int i;
for (i=0;i<process_field_length;i++) process_field_time[i]-=fastest_time;

}

void process_field_append(int site, int rl, double time)
{
process_field_pos[rl] [site]=process_field_length;
process_field_time[process_field_length] = time;
process_field_site[process_field_length] = site;
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}

process_field_rl[process_field_length++] = rl;

void process_field_refresh(int site, int rl, double time)

{

}

process_field_time[process_field_pos[rl][site]] = time;

void process_field_delete(int site, int rl)

{

int pos = process_field_pos[rl][sitel;

process_field_length--;

process_field_pos[(rl=process_field_rl[process_field_length])]
[(site=process_field_site[process_field_length])] = pos;

process_field_time[pos] = process_field_time[process_field_length];

process_field_site[pos] = site;

process_field_rl[pos] = rl;

Dabei handelt es sich bei ,work um einen Pointer auf eine Funktion des

Types void fkt(int site, int rl). Diese Funktion beschreibt die Dyna-
mik des Systems. Als Beispiel folgt diese Funktion fiir das TASEP Modell,
wobei die Variable ,r1“ fiir die Art des Sprunges steht. Da beim TASEP nur
Rechtsspriinge erlaubt sind, ist diese Variable immer null. Das Feld ,occ” gibt
die aktuelle Besetzung des Kanals an und ist daher entweder null oder eins.

void work_tasep(int site, int rl)

{

int n_1l,n_r;

occ[site]=0;
process_field_delete(site, 0);
reducing_time() ;

if (site==0)
{
occ[1]=1;
if (locc[2]) process_field_append( 1, 0, ran_exp( rate_tasep ));
}
else if (site==1)
{
occ[2]=1;
process_field_append( O, 0, ran_exp( a_rate ));
if (locc[3]) process_field_append( 2, 0, ran_exp( rate_tasep ));
}
else if (site==n_max)
{
if (occ[(n_1 = site-1)]) process_field_append( n_1l, 0, ran_exp( rate_tasep ));
}
else if (site==n_max-1)
{
occ[n_max]=1;
if (occ[(n_1 = site-1)]) process_field_append( n_1, 0, ran_exp( rate_tasep ));
process_field_append( n_max, O, ran_exp( b_rate ));
}
else
{
occ[(n_r=site+1)]=1;
if (occ[(n_1 = site-1)]) process_field_append( n_1, 0, ran_exp( rate_tasep ));
if (locc[site+2]) process_field_append( n_r, O, ran_exp( rate_tasep ));
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