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Abstract

The driven transport of hard spheres was already studied in detail, for this purpose the
so-called "Brownian asymmetric simple exclusion process" (BASEP) was introduced
as a reference model. Many particles in nature experience attractive interactions:
for example Van der Waals forces or hydrogen-bonding. To study the influence
of attractive particle interactions on Brownian motion and associated transport
processes, the BASEP is extended to include an adhesive contact interaction. When
analyzing the physical properties of this model, computer simulations as well as
density functional theory (DFT) are being employed.

Keywords: Brownian motion, transport processes, Baxter’s model, computer simu-
lations, density functional theory (DFT)

Zusammenfassung

Der getriebene Transport harter Teilchen wurde bereits ausfiihrlich untersucht, ins-
besondere wurde dazu das Referenzmodell des sogenannten ,Brownian asymmetric
simple exclusion process* (BASEP) entwickelt. Bei vielen verschiedenen Teilchen
in der Natur treten allerdings attraktive Wechselwirkungen auf, z. B. in Form von
Van-der-Waals-Kréften oder auch Wasserstoftbriickenbindung. Um den Einfluss at-
traktiver Wechselwirkungen auf die Brownsche Bewegung und damit verkniipfte
Transportprozesse zu erforschen, wird der BASEP um eine adhésive Kontaktwechsel-
wirkung erweitert. Bei der Bestimmung physikalischer Eigenschaften dieses Modells
kommen sowohl Computersimulationen als auch die Dichtefunktionaltheorie (DFT)
zum Einsatz.

Stichpunkte: Brownsche Bewegung, Transportprozesse, Baxters Modell, Computer-
simulationen, Dichtefunktionaltheorie (DFT)
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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Brownsche Bewegung von Kolloidteilchen ist ein grundlegendes physikalischen
Phénomen, welches bereits vor fast 200 Jahren erstmals beobachtet [1| und spéter
unter anderem von Albert Einstein weiter untersucht und erstmals erklart wurde [2].
Sie spielt eine entscheidende Rolle in vielen physikalischen, chemischen, biologischen
und technischen Prozessen, daher ist das Verstdndnis der Brownschen Bewegung von
grundlegendem Interesse. Sie ist einer der zentralen Prozesse der statistischen Physik
und deren Beschreibung findet von Transportprozessen in biologischen Membranen
[3] bis hin zur Modellierung von Borsenkursen Verwendung [4-6].

Ein héufig betrachtetes Modell ist der sogenannte , Brownian Asymmetric simple
exclusion process” (BASEP) in Analogie zum ASEP. Beim ASEP handelt es sich um
ein Gitter-Modell, d. h. es existiert eine feste Anzahl an Gitterpléatzen, die unbesetzt
oder von einem Teilchen besetzt sein konnen. Des Weiteren werden Sprungraten fiir
Spriinge nach rechts und links definiert, die die Dynamik des Systems festlegen. Dieses
System wurde in der Vergangenheit detailliert in vielen verschiedenen Ausfithrungen
untersucht: So wurden unter anderem analytische Rechnungen zu der urspriinglichen
Form des ASEPs durchgefiihrt [7], nur Spriinge in eine Richtung zugelassen (TASEP)
und der TASEP spéter unter Verwendung von Glauber-Raten um eine repulsive
Néchster-Nachbar-Wechselwirkung erweitert [8-12|. Jedoch basiert der ASEP auf
einer groben Diskretisierung des Raumes. Der BASEP ist in dieser Hinsicht eine
Weiterentwicklung des ASEPs: Die Gitterplatze des ASEPs werden durch Potential-
mulden in einem periodischen, externen Potential ersetzt und die Diskretisierung des
Raumes aufgehoben. Dies ermdoglicht es nun stochastische Prozesse detaillierter und
im direkten Vergleich mit Experimenten zu untersuchen [13-15].

Bei den bisherigen Betrachtungen des BASEPs wurden lediglich Hardcore-Wechsel-
wirkungen zwischen den Teilchen eingefiihrt, d. h. die Teilchen kénnen sich nicht
iiberlappen, abgesehen davon tritt jedoch keine Wechselwirkung auf. Bei den meisten
physikalischen Systemen treten allerdings in der einen oder anderen Form attraktive
Wechselwirkungen auf. Dabei kann es sich unter anderem um Van-der-Waals Kréfte
oder Wasserstoffbriickenbindungen handeln [16]. Eine Erweiterung des BASEPs um
naheliegende, etablierte Wechselwirkungsmodelle wie z. B. das Lennard-Jones-Potenti-
al ist zwar grundsatzlich moglich, jedoch sind in diesem Fall analytische Berechnungen
relevanter Grofke wie z. B. Dichteprofile bisher nicht moglich. Stattdessen bietet sich
Baxters Modell [17] einer adhésiven Kontaktwechselwirkung an. Fiir dieses Modell
wurden fiir den eindimensionalen Fall bereits analytische Ergebnisse erzielt 18], die
im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie verwendet werden kénnen. Auferdem basiert
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das Modell auf einem einzigen Parameter, welcher die Wechselwirkungsstérke angibt,
dies vereinfacht den Umgang mit diesem Modell, so ist z. B. beim Vergleich mit
experimentellen Daten kein aufwéindiges Fitten vieler Parameter erforderlich. In
der Vergangenheit wurde Baxters Modell bereits zur Modellierung vieler anderer
physikalischer Phanomene eingesetzt: So wurde das Modell vielfach zur Untersuchung
von Perkolation verwendet [19-21| und bietet dabei gegeniiber anderen Modellen den
Vorteil, nicht auf ein Gitter beschrankt zu sein, sondern kontinuierliche Teilchenposi-
tionen zuzulassen [22]. Aufserdem wurde das Modell haufig bei der Interpretation von
experimentellen Resultaten der Streuung von Neutronen und Rontgenstrahlung an
Kolloidteilchen zu Rate gezogen |23, 24] und lésst so Riickschliisse auf die gebildeten
Strukturen innerhalb einer Probe zu [25-30]. Des Weiteren wurde Baxters Modell
héufig als Naherung des Lennard-Jones-Potentials betrachtet und in diesem Rahmen
zur Analyse von Lennrad-Jones-Fliissigkeiten eingesetzt [31-34]. Aufierdem wurden
auch Phaseniiberginge zwischen fliissigen und glasartigen Zustdnden untersucht
[35-38]. Auch die Gerinnung von Milch unter Einsatz von Lab wurde bereits mithilfe
von Baxters Modell beschrieben [39-42]. Jedoch wurden die Einfliisse der Kontakt-
wechselwirkung auf dynamische Systeme und insbesondere Transportprozesse, die in
vielen Bereichen vom Transport an Aktinfilamenten [43, 44| in der Biologie tiber den
Ladungstransport in Solarzellen [45, 46| bis zum Strafenverkehr [47, 48] eine grofe
Rolle spielen |9, 12, 15|, bisher nicht detailliert untersucht.

Wie in vielen anderen Bereichen der statistischen Physik stellen Computersimula-
tionen auch bei dem BASEP mit adhésiver Kontaktwechselwirkung eine sinnvolle
Erweiterung zu analytischen Rechnungen dar. So kénnen zwar einige Gleichgewichts-
eigenschaften analytisch bestimmt werden, jedoch sind die Moglichkeiten solcher
Rechnungen im Nichtgleichgewicht sehr begrenzt. Hier spielen dann Simulationen,
die anhand von Gleichgewichtseigenschaften verifiziert wurden, eine entscheidende
Rolle: Sie kénnen z. B. dazu verwendet werden, um Teilchenstrome in stationiren
Zustanden zu bestimmen. Die Implementation einer Simulation, die Baxters Modell
korrekt wieder gibt, ist jedoch nicht trivial, da hier etablierte Methoden wie z. B. das
Euler-Verfahren aufgrund von Singularitéten in Baxters Wechselwirkungspotential
an ihre Grenzen stoften. Bereits vorhandene Simulationen, die auf diesem Modell
basieren, sind hauptséchlich auf die Untersuchung des Gleichgewichts ausgelegt und
daher z. B. fiir die Bestimmung von Teilchenstrémen ungeeignet. Solche Simulationen
wurden bereits vor mehreren Jahrzehnte entwickelt [49] und im Laufe der Zeit wur-
den weitere Simulationen [50] vorgeschlagen. Einzig ein Ansatz fiir eine dynamische
Simulation, der auf einer modifizierten Monte-Carlo-Simulation, die jedem Simulati-
onsschritt eine effektive, physikalische Zeit zuweist und die Kontaktwechselwirkung
durch eine feste Wahrscheinlichkeit, nahe beieinander liegende Teilchen gemeinsam
zu bewegen, basiert, wurde bisher présentiert [51]. Aufgrund der unterschiedlichen
Reprasentationen der Kontaktwechselwirkung besteht dabei allerdings keine direkte
Vergleichbarkeit mit analytischen Ergebnissen. Auflerdem wird die physikalische
Zeitskala erst im Nachhinein eingefiihrt, somit handelt es sich nicht um eine vollwerti-
ge dynamische Simulation. Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Naherung fiir Baxters
Wechselwirkungspotential entwickelt, in dynamischen Simulationen implementiert
und anhand von bekannten Gleichgewichtsgrofen tiberpriift [52]. Schlielich wird
unter Verwendung einer solchen Simulation das System auch im Nichtgleichgewicht
betrachtet.

Zunichst wird in Kapitel 2 der BASEP ohne Kontaktwechselwirkung vorgestellt

2



und einige Methoden an diesem Modell getestet: So werden verschiedenen Ansétze
zur Losung von Dichtefunktionalen verglichen und unterschiedliche Algorithmen
fiir dynamische Simulationen eingesetzt. Auch eine Experiment, welches eine direk-
te Gegeniiberstellung zum Modell zulésst, wird vorgestellt. Anschliefsend wird in
Kapitel 3 Baxters Modell préasentiert und mittels Dichtefunktionaltheorie werden
Gleichgewichtsdichteprofile bestimmt. Zusitzlich werden auch theoretische Uberle-
gungen beziiglich der Auswirkungen der Kontaktwechselwirkung auf Dichteprofile
und Teilchenstrome prasentiert. Darauthin wird eine neue Methode zur Implementa-
tion dynamischer Simulation unter Beriicksichtigung von Baxters Modell entwickelt.
Schlieklich werden die daraus erhaltenen Resultate vor dem Hintergrund analyti-
scher Ergebnisse und theoretischer Uberlegungen diskutiert. In Kapitel 4 werden
schlussendlich die Ergebnisse zusammengefasst und mogliche Ansétze fiir zukiinftige
Fortsetzungen der Forschung in diesem Gebiet sowie Erweiterungsmoglichkeiten der
verwendeten Algorithmen présentiert. Im Anhang werden Methoden zur Bestimmung
der Ein- und Zweipunktdichteprofile wihrend der laufenden Simulation dargelegt und
mogliche Verbesserungen der Simulationen zur Reduktion der Rechenzeit vorgestellt.



Kapitel 2

Der Brownian asymmetric simple
exclusion process (BASEP)

Der sogenannte ,,Brownian asymmetric simple exclusion process“ (BASEP) ist ein
Modell fiir einen single-file Transportprozess von Teilchen, die eine Brownscher
Bewegung ausfiithren. Als single-file Transportprozess werden Prozesse bezeichnet, bei
denen die bewegten Teilchen ihre Reihenfolge beibehalten. Dementsprechend kénnen
sich die Teilchen in einem solchen System nicht gegenseitig iberholen. Es werden
harte Stédbe betrachtet, die in einem periodischen Potential eine Brownsche Bewegung
ausfithren. Zuséatzlich werden die Teilchen von einer dufteren, konstanten Triebkraft
durch das System getrieben. Ublicherweise werden periodische Randbedingungen
angenommen, es konnen jedoch stattdessen auch Systeme betrachtet werden, die an
ihren Enden an Reservoire gekoppelt sind [13-15].

2.1 Grundlegendes Prinzip

Im Folgenden wird zunéchst der typische Aufbau des BASEPs beschrieben, einige
Aspekte dieses Systems wurden bereits in der Vergangenheit untersucht [13-15].
Insgesamt gibt es N Teilchen, die haufig auch als Stédbe bezeichnet werden. Das
betrachtete System ist eindimensional und hat eine Lénge L. Die Teilchen haben
eine Groke bzw. Lange o und sind einem periodischen Potential

U(x) =U(z+ A) (2.1)

mit der Periodizitdt A ausgesetzt [13-15]. Aukerdem wirkt eine konstante Trieb-
kraft fi.e, auf alle Teilchen. Die Wechselwirkung zwischen den Stédben wird durch
die Wechselwirkungskraft

A= ), (2:2)

J#

beschrieben, welche auf das i-te Teichen wirkt. f®)(z;,z;) ist die Wechselwirkungs-
kraft, die das j-te auf das i-te Teilchen ausiibt [13-15].
Im Falle einer iiberdampften Brownschen Bewegung lésst sich die Dynamik des i-ten
Teilchens durch die folgende Langevin-Gleichung beschreiben:

dl’i
dt

- dU(z)
_ . int
= U <ftr1eb + fl dx

) +V2D¢& (1), (2.3)
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wobei D = pkgT die Diffusionskonstante ist, y ist die Mobilitat der Teilchen, kg ist
die Boltzmann-Konstante und 7 ist die absolute Temperatur. Bei &(t) handelt es
sich um J-korreliertes weikes Rauschen mit (&(¢)) = 0 und (&(¢)&;(t')) = 6;0(t — t')
[13-15].

Es kann ein offenes oder ein geschlossenes System betrachtet werden. Fiir einen
offenen BASEP wird das System an beiden Enden an Reservoire mit konstanten
Dichten p; 2 gekoppelt. D. h. es gibt ein Reservoir 1 bei z = 0 mit der Dichte p; und
ein Reservoir 2 bei x = L mit der Dichte gy [13-15]. Der offene BASEP ist nicht
Thema dieser Arbeit und wird daher nicht genauer betrachtet.

Andererseits gibt es den geschlossenen BASEP. In diesem Fall werden periodische
Randbedingungen angenommen, d. h. ein Teilchen, welches das System bei z = L
verlésst, betritt das System wieder bei z = 0 und umgekehrt. Daher ist die Anzahl
an Teilchen N im System konstant, ebenso ist der Fiillfaktor

I N
0= — = — 24
NGRS (24)
konstant [13-15]. Bei der Dichte o(z) handelt es sich um eine Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte, d. h. o(x) = <Zfi1 Sz — xi(t))>, wobei (.) einen Ensemble- und

Zeitmittelwert beschreibt. Als Potential, das im Einklang mit Gleichung (2.1) steht,
wird iiblicherweise ein Kosinus-Potential

Ul = 22 cos (%xi) (2.5)

2 A
verwendet [13-15]. Die Kraft, die durch das Potential auf die Teilchen ausgeiibt wird,
ist dann a0 () U )
x _ Yom . TTi
% - = — - sin < 3 ) . (2.6)

Um Teilchenspriinge von einer Potentialmulde zur nachsten zu beobachten, also eine
Dynamik, die der des ASEPs dhnelt, miissen die Triebkraft und thermische Energie
klein gegentiber den Potentialbarrieren sein: fe, < Up und kgT < Uy [13-15].

Als Wechselwirkungskraft f (2)(xi,xj) zwischen den Teilchen wird haufig die soge-
nannte Hardcore-Wechselwirkung gewéhlt. Eine solche Wechselwirkung hindert die
Teilchen daran, sich gegenseitig zu iiberlappen, abgesehen davon tritt keine Wechsel-
wirkungskraft auf. Teilchen, die dieser Wechselwirkung unterliegen, werden in diesem
Zusammenhang hiufig auch als harte Stdbe (hard rods® bzw. in héheren Dimen-
sionen ,hard spheres”) bezeichnet. Fiir diesen Fall ist ein exaktes Dichtefunktional
bekannt [14, 53].

Baxter hat bereits im Jahr 1968 die Moglichkeit diskutiert, die Hardcore-Wechselwir-
kung um einen zusétzlichen attraktiven Teil zu erweitern, dabei hat er vorgeschlagen,
dies in Form einer Kontaktwechselwirkung umzusetzen. Dies kann als starke Idea-
lisierung eines Lennard-Jones-Potentials verstanden werden [17|. Der BASEP mit
dieser zusétzlichen Kontaktwechselwirkung ist der Fokus dieser Arbeit und wird in
Kapitel 3 ausfiihrlich behandelt.

Alle Langen werden in Einheiten der Periodizitdt A und alle Energien in Einheiten
der thermischen Energie kT angegeben (A = 1, kg7 = 1, 8 = 1 = 1).
Auferdem werden Uy = 6, p = 1 und somit D = pkgT = 1 festgelegt. Bei

dynamischen Simulationen werden System der Lange L = 100 mit Zeitschritten
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‘ von At = 1077 verwendet. Diese Angaben gelten fiir die gesamte Arbeit. ‘

2.2 Berechnungen mittels Dichtefunktionaltheorie
(DFT)

Zunéchst wird der BASEP im Gleichgewicht betrachtet, d. h. die Triebkraft wird
auf fuier = 0 gesetzt. Gleichgewichtsdichteprofile ge(x) lassen sich mithilfe der
Dichtefunktionaltheorie (DFT) berechnen. Dabei wird iiblicherweise das Groftkanoni-
sche Potential als Funktional des Dichteprofils Q[o] minimiert [54, 55|. Q[g] wurde
bereits zuvor berechnet, insbesondere hat Percus eine entscheidende Rolle bei der
Berechnung gespielt [14, 15, 53|:

Qo] = /0A olz) {U(x) ——— {1 “n (15(—%” } e (27)

mit

n(z) = /$ o(y)dy. (2.8)

Bei pen, handelt es sich um das chemische Potential. Da das Gleichgewichtsdichtepro-
fil geq, fir welches Q[p] minimal wird, gesucht ist, muss Q[p] zur Bestimmung des
gesuchten Profils minimiert werden. Daher wird die Funktionalableitung von Q[g]
nach o fiir o = peq gleich null gesetzt [14, 15]:

o = 39el
6Q 0=0eq
- Ocq () /:H_J 0eq(y) .
=kgT In (—1 — Ueq(l’)) + kgT ) neq(y)dy + U(x) — pen- (2.9)

Analog zu [54] kann Gleichung (2.9) zu

55FeX[Q] 55Fld[9] >
o (L) = €X + 2.10
eale) = o (8 T (210
umgeformt werden. Dabei wird zwischen einem idealen Gasanteil
6 Fialo]
= & —U(x)), 2.11
o) = B e = U(a) (211)

der bei praktisch allen Systemen in dieser Form auftritt, und dem tiberschiissigen
Anteil Freier Energie

08Felo) i oy [T W)
o = (o) / sy (2.12)

unterschieden [54]. Aufgrund der periodischen Randbedingungen und des periodischen
Potentials kann geq(7) = 0eq(z + A) angenommen werden [14]. Es gibt verschiedene
Ansitze, wie aus diesen Gleichungen Dichteprofile gewonnen werden kénnen.
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2.2. BERECHNUNGEN MITTELS DICHTEFUNKTIONALTHEORIE (DFT)

2.2.1 Numerische Optimierung

Ein naheliegender Ansatz besteht darin, Q[p] und somit die rechte Seite von Glei-
chung (2.7) numerisch zu minimieren, dies kann z. B. mithilfe von Simulated Annealing
oder &hnlichen Verfahren umgesetzt werden. Fiir eine solche Optimierung wird ein
Satz von Parametern bendtigt, die im Laufe der Optimierung angepasst werden. Eine
Moglichkeit bestiinde darin, p zu diskretisieren und dann die einzelnen Werte von
0 an den verschiedenen Stellen als Parameter zu verwenden. Dies wiirde bei einer
angemessenen Diskretisierung aber zu sehr vielen Parametern und somit zu einem
hohen Rechenaufwand fiihren.

Zur Reduktion der Anzahl der Parameter kann ein Modell eingesetzt werden. Dann
handelt es sich nicht langer um einen modellfreien Ansatz und die méglichen Resultate
sind auf die Moglichkeiten des gewédhlten Modells beschriankt [54]. Aufgrund der zu
erwartenden Periodizitét des Dichteprofils geq (%) = geq(z + A) ist eine Fourierreihe
ein naheliegendes Modell. Da das Potential punktsymmetrisch U(z) = U(—x) ist,
ist bei den Gleichgewichtsdichteprofilen auch eine Punktsymmetrie goq(z) = 0eq(—2)
zu erwarten. Daher konnen die Sinusanteile vernachlassigt werden und es kann
stattdessen eine reine Kosinusreihe betrachtet werden:

r 2w | 2w
0 : 0 .
o(z;T) = 35 + jgl I; cos (TJ) ~ o + jgl I'; cos <TJ) . (2.13)

Werden nur die ersten k Elemente dieser Reihe verwendet, verbleiben lediglich &
Parameter I'j, die es wie zuvor beschrieben so zu optimieren gilt, dass Q[o(z;T)]
minimal wird.

2
| ® Datenpunkte
. —— Spline
0 |
e
3 L
) -
_4 B L L | L L L | L L L | L L L | L L L ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
Abbildung 2.1: Interpolation zur Bestimmung des zu einem gesuchten Fiillfaktoren o
zugehorigen chemischen Potentials pq, fir o = 0, 5.

Da der Fiillfaktor o(pc,) eine Funktion des chemischen Potentials ist, 14sst sich @ nicht
direkt festlegen. Soll das Dichteprofil fiir einen festgelegten Fiillfaktor 9( ) bestimmt
werden, muss zunéchst das zugehorige chemische Potential pq, gefunden werden. Dies
kann rein numerisch erfolgen, indem wiederholt fiir verschiedene p, die zugehorigen
Dichteprofile und daraus die Fiillfaktoren 9(uc,) berechnet werden. Dann kann g,
gegen p aufgetragen werden. Eine Interpolation liefert einen guten Schétzwert fiir das
gesuchte pq,, sofern hinreichend viele Datenpunkte in der Umgebung des gesuchten

7
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tten vorhanden sind. Eine solche Interpolation ist beispielhaft in Abbildung 2.1
dargestellt. Da i, (2) im betrachteten Intervall streng monoton steigend ist, kann
das Bisektionsverfahren erfolgreich eingesetzt werden, um die Suche nach geeigneten
leh ZU automatisieren.

- k=10
- k=20

k = 30
I I I I

o IIIIIIII I IIIIIIII I IIIIIIII [N

0 02040608 1 02040608 1 02040608 1
x x x

Abbildung 2.2: Gleichgewichtsdichteprofile geq(z) fiir verschiedene Teilchengrofen o,
Fiillfaktoren p und Anzahlen von Parametern k.

In Abbildung 2.2 sind mithilfe dieser Methode bestimmte Gleichgewichtsdichteprofi-
le peq(z) fiir verschiedene k, Teilchengrofen o und Fiillfaktoren g dargestellt.

Die Gleichgewichtsdichteprofile &ndern sich kaum, wenn k& erhoht wird. Bereits bei
einer geringen Zahl von Parametern (£ = 10) lassen sich gute Resultate erzielen.
Da jeweils dieselbe Anzahl an Optimierungsschritten durchgefiihrt wurde und die
Schrittweiten fiir alle Parameter identisch gewéhlt wurden, treten bei groferen k sogar
leichte Fluktuationen auf, was bei niedrigeren k nicht der Fall ist. Die Verwendung
grofser k wiirde also mehr und kleinere Schritte bei der Optimierung erfordern und
somit den Rechenaufwand erhéhen, ohne die Qualitdat der Resultate signifikant zu
verbessern.

2.2.2 Modellfreie Iteration

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, Gleichung (2.10) zu iterieren, dabei handelt es
sich um einen modellfreien Ansatz. Das Verfahren wird mit einem Startprofil o(x) = o
initialisiert. Dieses Profil wird dann in Gleichung (2.10) eingesetzt, um ein neues
Profil p(z) zu erhalten, dieses neue o(z) wird dann wieder in diese Gleichung einsetzt.
Dieses Prozedere wird wiederholt bis es zum Gleichgewichtsdichteprofil geq(x) kon-
vergiert [54]. Das fiir die gewéhlte mittlere Besetzung ¢ passende chemische Potential
wird auf die in Abschnitt 2.2.1 beschriebene Weise durch wiederholte Durchfithrung
dieses Verfahrens bestimmt.

Gegebenenfalls kann es sinnvoll sein, o(z) aus verschiedenen Iterationsschritten zu
vermischen [54]. Bei dem vorliegenden System ist dies sinnvoll, da dieses Verfahren
ansonsten in bestimmten Féllen (insbesondere bei hohen Systemabdeckungen go)
divergiert. Bei den in Abbildung 2.3 dargestellten Dichteprofilen wird im i-ten
Schritt immer {iber die Dichteprofile der letzten 100 Schritte gemittelt. Bei den hier
prasentierten Systemabdeckungen po hat diese Umsetzung dazu gefiihrt, dass das
Verfahren zuverléssig konvergiert.
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2.2. BERECHNUNGEN MITTELS DICHTEFUNKTIONALTHEORIE (DFT)

= Modell

: 1F  — Modellfrei 7 E
104bn b b b b I b b b I b b L by

0 02040608 1 02040608 1 02040608 1
x x x

Abbildung 2.3: Mithilfe des modellbasierten und modellfreien Ansatzes bestimmte
Gleichgewichtsdichteprofile geq(x) im Vergleich fiir verschiedene Teilchengrofen o
und Fiillfaktoren p.

In Abbildung 2.3 werden mit diesem Ansatz bestimmte Dichteprofile mit denen
verglichen, die mit dem zuvor diskutierten modellbasierten Ansatz fiir k£ = 10 be-
stimmt wurden. Es ist eine fast perfekte Ubereinstimmung erkennbar. Beide Ansitze
liefern bei dem hier betrachteten System gleichwertige Resultate. Dennoch sollten die
Unterschiede zwischen diesen Ansétzen nicht vernachlissigt werden: Der modellfreie
Ansatz wird bei der Mittelung iiber zu wenige friithere Iterationsschritte instabil und
lauft dann Gefahr, zu divergieren. Dieses Problem trat bei dem modellbasierten
Ansatz nicht auf. Andererseits werden bei der Wahl eines Modells bereits Annah-
men getroffen, die dann von allen Ergebnissen zwangslaufig erfiillt werden. Dagegen
konnen bei dem modellfreien Ansatz dieselben Annahmen im Anschluss iiberpriift
werden und somit zur Verifikation der Resultate eingesetzt werden.

2.2.3 Dynamische Dichtefunktionaltheorie (DDFT)

Die Dynamische Dichtefunktionaltheorie (DDFT) stellt ebenfalls eine Méglichkeit
dar, das Gleichgewichtsdichteprofil peq(z) zu bestimmen [55-57]. Auch hierbei handelt
es sich um einen modellfreien Ansatz. Ausgehend von der Kontinuitédtsgleichung

do(r,t)

Si(r.t) = 2.14
5 TV i) =0 (2.14)
lasst sich mit der Stromdichte
6 F[o]
50(1') o=o(r,t)
die Zeitentwicklung des Dichteprofils
do(r, t) 0F[o(r,t)]
=V )yV—m—mm= 2.16
ot oY S ot ) (2.16)

beschreiben |56]. Diese Gleichung kann solange iterative gelost werden, bis das Dich-
teprofil o(r,t) gegen das Gleichgewichtsdichteprofil geq(r) konvergiert. Dabei ist F[g]
das Freie-Energie-Funktional. Die Verwendung der Kontinuitétsgleichung legt bereits
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nahe, dass es sich hierbei um ein Theorie fiir Kanonische Ensembles handelt. Dennoch
wird dieser Ansatz auch héufig fiir Grofkanonische Ensembles bzw. Groftkanonische
Potentiale eingesetzt [55, 56, 58|. Der BASEP mit periodischen Randbedingungen
stellt zwar auch eigentlich ein Kanonisches Ensemble dar, jedoch ist das vorliegende
Dichtefunktional €[] ein Grofskanonisches Potential. Trotzdem wird die DDFT in
solchen Fillen oft erfolgreich eingesetzt [55]. Ein ausfiihrlichere Diskussion diese
Themas ist in Abschnitt 2.5 zu finden.

Fiir das hier betrachtete System lasst sich jedoch auch die Freie Energie

F=Q+uuN (2.17)

mithilfe von Gleichung (2.7) berechnen:

Flo] =Qo] + pten /0A o(z)dz (2.18)
:/0/\ o(x) {U(x) — fen — kT [1 —1In (15(—%)} } dz + fien /0)\ o(z)dx
(2.19)

- /0A o(x) {U(x) — kgT {1 —In (15(—%)} } dz. (2.20)

Daraus folgt die Funktionalableitung der Freien Energie

5F[Q($,t)] . N Q(SL’) T+o Q(y) i
oo = kel (—1 ¢ W)) + kBT/m [l UG, 2)

welche in Gleichung (2.16) eingesetzt wird. Als Startprofil wird o(x) = o gewéhlt.
Da dieser Ansatz auf der Kontinuitdatsgleichung basiert, bleibt ¢ erhalten. Das
chemische Potential spielt keine Rolle und muss nicht separat bestimmt werden.
Durch iteratives Losen von Gleichung (2.16) nédhrt sich das Dichteprofil o(z,t) dem
Gleichgewichtsdichteprofil lim; o 0(x,t) = geq(z) an.

, 0=020=02 0=057=05 0=0870=08
10 A R D D R 1 B DR B B

= Modell
- Modellfrei

DDFT
| | | |

0 02040608 1 02040608 1 02040608 1

T T T

10~

Abbildung 2.4: Mithilfe von drei verschiedenen Ansétzen bestimmte Gleichgewichts-
dichteprofile geq () im Vergleich fiir verschiedene Teilchengréfen o und Fiillfaktoren g.
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In Abbildung 2.4 werden mittels DDFT bestimmte Gleichgewichtsdichteprofile geq(2)
mit den mithilfe der zuvor beschriebenen Methoden bestimmten Profilen verglichen.
Die Ergebnisse der DDFT stimmen gut mit denen der anderen Methoden iiberein.
Fiir hohe Abdeckungen go (rechtes Panel von Abbildung 2.4) ist erkennbar, dass die
Ergebnisse der DDFT und die der modellfreien Iteration nahe der Potentialmaxima
geringfiigig besser iibereinstimmen als mit denen des modellbasierten Ansatzes.
Demnach ist davon auszugehen, dass die Verwendung der DDFT oder der modellfreien
Iteration zu minimal besseren Resultaten fithrt. Aufserdem sind bei dem Einsatz
der DDFT keine Probleme dabei aufgetreten, Konvergenz zu erreichen und es kann
auf die Bestimmung des chemischen Potentials pq, verzichtet werden, somit ist die
DDFT bei Untersuchungen des hier betrachteten Systems den anderen Ansétzen
vorzuziehen. Die in den folgenden Abschnitten gezeigten, mittels DF'T bestimmten
Gleichgewichtsdichteprofile wurden alle mittels DDFT berechnet.

2.3 Simulationen

Die Dichtefunktionaltheorie kann zwar sehr erfolgreich eingesetzt werden, um einige
Gleichgewichtseigenschaften des BASEPs wie z. B. Gleichgewichtsdichteprofile zu
bestimmen. Soll der BASEP jedoch im Nichtgleichgewicht untersucht werden, um z. B.
Strom-Dichte-Relationen zu bestimmen, sind Computersimulationen unumgénglich.
Zwar gibt es analytische Ndherungen und Ansétze, die DDFT im Nichtgleichgewicht
einzusetzen, jedoch geben diese Methoden im Gegensatz zu Computersimulationen
nicht die vollstandig korrekte Dynamik wieder [14].

Im Folgenden werden mogliche Umsetzungen solcher Simulationen présentiert und im
Gleichgewicht anhand bekannter analytischer FEigenschaften verifiziert. Anschliefend
finden diese Simulationen in Abschnitt 2.4 auch im Nichtgleichgewicht Verwendung.
Die numerische Integration der Langevin-Gleichung (2.3), die die Dynamik des
Systems beschreibt, ist fiir die Hardcore-Wechselwirkung nicht trivial. Dies ist der Fall,
da sich bei Kollisionen von Teilchen die Wechselwirkungskraft f®(z;, ;) instantan
andert.

Es gibt verschiedene Ansitze, um dieses Problem zu lésen [52, 59-62]. Ublicherweise
wird zunéchst ein Integrationsschritt At der Langevin-Gleichung so berechnet als
gabe es iiberhaupt keine Wechselwirkung. Die neue Konfiguration der Teilchen wird
dann mit der Alten verglichen und Kollisionen bzw. Uberlappungen gesucht. Diese
Kollisionen werden dann je nach Ansatz unterschiedlich behandelt, um letztendlich die
Konfiguration nach der Zeit At bei korrekter Beachtung der Hardcore-Wechselwirkung
zu erhalten.

2.3.1 Fiktionale Geschwindigkeiten v (Strating/Scala)

Ein haufig verwendeter Ansatz basiert auf der Einfithrung sogenannter fiktionaler
Geschwindigkeiten v¢. Zunéchst werden basierend auf der stochastischen Bewegung
der Teilchen mithilfe der Langevin-Gleichung neue Positionen fiir alle Teilchen be-
rechnet, ohne dabei Wechselwirkungen zu berticksichtigen. Da diese neuen Positionen
aufgrund der vernachlissigten Wechselwirkung Uberlappungen beinhalten kénnen,
werden diese Positionen nicht sofort akzeptiert, stattdessen werden zunéchst fiktio-
nale Geschwindigkeiten fiir alle Teilchen berechnet. Diese Geschwindigkeiten werden
unter der Annahme, dass sich alle Teilchen wéhrend des Zeitschritts At gleichférmig
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bewegen, berechnet. Basierend auf den alten Teilchenpositionen und den fiktionalen
Geschwindigkeiten wird nun der Zeitschritt At tatsédchlich ausgefiihrt. Dabei wer-
den alle auftretenden Kollisionen als elastische Kollisionen behandel [59, 60]. Die
Grundlegende Idee dieses Vorgehens wird in Algorithmus 1 dargestellt.

([ Teilchenpositionen |
Algorithmus 1 Berechnung eines Zeitschritts At . %elt L
bei der Zeitentwicklung des BASEPs unter Verwen- t. « 0 )
dung von Stratings und Scalas Algorithmus [59, Berechne z"
. f L i
60] Vi T TAe
1: Ziehe neue Zufallszahlen |

&

]%

Berechne .o

2: ts 0
3: Berechne neue Teilchenpositionen z{"“* nach
einem Integrationsschritt der Langevin-Glei-

Fiihre einen Euler-

chung (2.3) ohne Hardcore-Wechselwirkung Schritt mit 7 =
¢ xineu — T min{At = Ugn tcoll} aus
v - A
At
top: ( ts <« ts+ T )

Berechne die Zeit bis zur nachsten Kollision .o
Fiihre einen Euler-Schritt mit 7 = min{At —
tsa tcoll} aus

| Ja

8 tg—ts+ 7
9. i;'t <SAt then Vertausche Ge- |
) : . . TR hwindigkeiten der —
10: Vertausche die fiktionalen Geschwindigkei- kSC. WHRSESSSISRea
¢ . ollidierenden Teilchen
ten v; der zusammengestofsenen Teilchen
11: goto top. (" Teilchenpositionen |
12: end if zur Zeit t + At

Mithilfe dieses Algorithmus generierte Gleichgewichtsdichteprofile peq(z) fiir verschie-

dene Teilchengrofen o und Fiillfaktoren p sind in Abbildung 2.5 dargestellt. Zum

Vergleich sind aufserdem mittels DF'T bestimmte Dichteprofile eingezeichnet.
0=0,2,0=0,2

c=0,50=0,5 c=0,80=0,8

1013“|”‘|“‘|”‘|”‘§3”|‘”|”‘|‘“|‘”§3“|”‘|‘”|‘”|”‘§
10‘@ - - -
§10*1§

£ 1072} .

2 f — Strating & Scal
Percus

N IR IR B
020406 08 1

1073
1074 \

HHHHl \gpwwml HHHHl HHHHl

A I N P
0 02040608 1
x x x

PR AT RN P
0.2 04 06 0.8 1

Abbildung 2.5: Mithilfe von Stratings/Scalas Algorithmus und DFT generierte
Gleichgewichtsdichteprofile geq(x) im Vergleich fir verschiedene Teilchengréfen o
und Fiillfaktoren 7.

Die mit beiden Methoden bestimmten Gleichgewichtsdichteprofile stimmen sehr
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2.3. SIMULATIONEN

gut iiberein. Dies kann als Verifizierung des verwendeten Simulationsalgorithmus
verstanden werden.

2.3.2 Aristotelische Bewegung

Ein neuerer Ansatz, die Aristotelische Bewegung [52, 63|, basiert auf der Idee, fiir
jeden Zeitschritt zunéchst die Kréfte, die auf jedes Teilchen wirken, zu berechnen
und dabei wie zuvor die Hardcore-Wechselwirkung zu vernachléssigen. Diese Krifte

haben dann die folgende Form:
2D
i riebs 2.22
. A e (222)

wobei die N aus der Standardnormalverteilung gezogene Zufallszahlen sind. Die
Bezeichnung , Aristotelisch® stammt daher, dass sich die Zeitentwicklung fiir ein
tiberddmpftes System in der Form v; = puf; ausdriicken lasst. Solange keine Teilchen
in Kontakt sind und im Zeitschritt At auch keine Zusammenstofse stattfinden, kénnen
diese v; direkt dazu verwendet werden, die Zeitentwicklung des Systems zu berechnen.
Bis zu diesem Punkt &hnelt dieser neue Algorithmus den meisten anderen, die fiir
solche Simulationen eingesetzt werden konnten.

dU (z)

fi=- dx

Der entscheidende Unterschied ist der Umgang mit Kollisionen. Treten im aktuellen
Zeitschritt Kollisionen auf, wird die Zeit zunéachst nur bis zum Auftreten der ersten
Kollision entwickelt. Nun beriihren sich also zwei oder mehr Teilchen im System.
Aus den sich beriihrenden Teilchen werden nun ein oder mehr Cluster aus beliebig
vielen einzelnen Teilchen gebildet, sodass diese Cluster durch die auf die einzelnen
Teilchen wirkenden Krifte von sich aus stabil sind [52, 63]. Angenommen, die in
Abbildung 2.6 dargestellte Konfiguration tritt auf, dann kénnen die Teilchen 1 und 7
zunéchst vernachléssigt werden, da diese keine anderen Teilchen beriihren.

fi=2 fa=1 =0
EE S > > T 5

C 1] C 1T 1T 1T 11 [C=

Abbildung 2.6: Cluster bestehend aus fiinf Teilchen in Kontakt. Bei diesem Beispiel
ergibt sich aus den Kréften, dass der Cluster entlang der roten Linie in zwei Unter-
cluster mit drei und zwei Teilchen aufgeteilt wird.

f3=;2f4=;3 fSZi fe

Zunéchst kann ganz allgemein ein n-Cluster bestehend aus n Teilchen betrachtet
werden. Wenn x; die Position des ersten Teilchens im Cluster ist, ergeben sich
die Positionen der folgenden Teilchen wie folgt: z; = =7 + (i — 1)o. Lassen sich
die Wechselwirkungskréfte zwischen allen Teilchen bestimmen, kénnen diese in
Gleichung (2.22) eingefiigt werden. Die Kraft Fj;.,, die das i-te Teilchen auf das
(i+1)-te Teilchen ausiibt, kann aufgrund der reinen Hardcore-Wechselwirkung nicht
negativ sein: Fj;.q > 0. Auferdem gilt aufgrund der Newtonschen Gesetze Fj;. 1 =
—Fi;14. Die Bewegungsgleichungen fiir alle Teilchen im Cluster lassen sich dann wie
folgt schreiben [52, 63]:
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g1 =p(fi — Fia = ), (2.23)
=u(fi+ Fio1;— B = F), i=2,..,n—1, (2.24)
To =p(fo + Facin = 1), (2.25)

wobei F'* die gesamte Kraft ist, die auf das Teilchen i wirkt.

Der n-Cluster kann sich als Ganzes weiterbewegen oder in zwei oder mehr Unterclus-
ter zerfallen, die sich unterschiedlich weiterbewegen. Es sind auch Untercluster der
GroRe 1, d. h. einzelne Teilchen, moglich. Insgesamt gibt es 2°~! mdogliche Zerfalls-
konfigurationen {my, ..., my}, mit 1 <m; <n, st:l m; = n. Im Falle eines 3-Clusters
gibt es somit 2% = 4 méogliche Zerfille [52, 63]:

e {1,1,1}: Der Cluster zerfillt in 3 einzelne Teilchen.

e {2,1}: Das letzte Teilchen trennt sich vom Cluster, die ersten beiden bleiben
in Kontakt.

e {1,2}: Das erste Teilchen trennt sich vom Cluster, die letzten beiden bleiben
in Kontakt.

e {3}: Der Cluster bewegt sich als Ganzes fort.

Der Untercluster k in der Zerfallskonfigurationen {my,...my,...,ms} besteht aus
m = my Teilchen an den Positionen y; = ;4 (i—1)o, i=1,...,m mit [ = 1%—2J | ;.
Da sich alle Teilchen in einem Untercluster in gleicher Welse fortbewegen, gilt
Y1 = ... = Ym. Bei der Berechnung der Geschwindigkeit des Unterclusters konnen die
Wechselwirkungskréifte aufgrund der Newtonschen Gesetze vernachlissigt werden [52,
63]:

y‘lz...:ym:u?:%(f1+...+fm). (2.26)

Unter Verwendung der Gleichungen (2.23) bis (2.25) ergeben sich dann die folgenden
Wechselwirkungskréfte [52, 63]:

ss+1 Z.}CJ_SJC—

Da die Wechselvvlrkungskrafte nicht negatlv sind, gilt

1 1
TEij
1 “ m
j=1

fiir den betrachteten m-Untercluster, sofern dieser nicht zerfallt [52, 63].

Damit ein Untercluster aus drei Teilchen bestehen bleibt, muss auf das erste Teilchen
eine grofere Kraft als die mittlere Kraft der letzten beiden Teilchen wirken. Aufserdem
muss die mittlere Kraft auf die ersten beiden Teilchen grofer als die auf das letzte
Teilchen sein. Verallgemeinert ldsst sich das so formulieren: Die mittlere Kraft auf jede
Teilchengruppe auf der linken Seite muss iiber der mittleren Kraft der verbleibenden
Teilchen auf der rechten Seite liegen [52, 63].

_ 5 Z fiy s=1,..m—1. (2.27)

J =s+1

i=1,...,m—1 (2.28)

j=it1
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Damit sich ein Untercluster unabhéngig von anderen Clustern bewegt, muss auf ihn
eine groftere mittlere Kraft als auf den néchsten Untercluster auf der linken Seite my_;
und eine niedrigere mittlere Kraft als auf den néachsten Untercluster auf der rechten
Seite my 1 wirken. Wenn ein Untercluster auf einer Seite keinen weiteren Untercluster
beriihrt (erster und letzter Untercluster m; und my), ist die entsprechende Bedingung
nicht zu beachten [52, 63].

Samtliche Bedingungen dafiir, dass ein n-Cluster entsprechend der Zerfallskonfigura-
tionen {my, ..., ms} zerféllt, lassen sich wie folgt zusammenfassen |52, 63]:

_ 1 my 1 Mmy41 -
_ < = Fy, k=1,..8—1, 2.29
fk . J_Zl fk,_] Mt J—Zl fk+1,_] fk+1 ( )

T omy —1
k j=it1

1 my

%j_zlfk,j > 1 Z fej, i=1,.,m—1, k=1, .5, (2.30)
wobel fi; die Kraft (2.22) ist, welche auf das i-te Teilchen im k-ten Untercluster
wirkt.
Auf dieser Basis lasst sich der folgende Algorithmus implementieren: Zunéchst
werden die auf die einzelnen Teilchen wirkenden Kréfte mithilfe von Gleichung (2.22)
bestimmt. Durch die geédnderten Kréfte kann es sein, dass einzelne bereits bestehende
Cluster im Folgenden zerfallen. Mithilfe der Gleichungen (2.23) bis (2.25) werden die
Gesamtkrifte Ff°' berechnet, daraus ldsst sich die Zeit bis zur néchsten Kollision
berechnen |52, 63]:

tcoll = mm{tl} (231)

WRT=RED T WETRT) = T (2.32)

Tit1—Ti—0 fur Ti41—Ti—0 > 0
t; =
00, sonst

Sofern diese Zeit die Lange des Zeitschritts At nicht unterschreitet (t.on > At), wird
direkt ein Euler-Schritt mit 7 = At ausgefiihrt [52, 63]:

zi(t +7) = 3;(t) + TuF". (2.33)

Ansonsten wird der Schritt nur fiir 7 = t.,; ausgefithrt und kollidierende Cluster
vereinigt. Anschlieffend werden die Geschwindigkeiten der Teilchen entsprechend
der Gleichungen (2.23) bis (2.25) neu berechnet. Die fiir die Vervollstandigung des
aktuellen Zeitschritts fehlende Zeit ¢, = At — t.on wird berechnet und anschliefsend
die Zeit bis zur néchsten Kollision ., aktualisiert. Gilt t.o; > t,, wird ein Euler-
Schritt fiir die verbleibende Zeit t, ausgefithrt. Ansonsten wird der Schritt fiir die
neue Kollisionszeit ausgefiihrt und diese Vorgehensweise wiederholt. Dieser Ablauf
ist in Algorithmus 2 zusammengefasst [52, 63]. Eine C++ Implementation dieses
Algorithmus ist unter [64] zu finden.

Bei der Implementation werden die Bedingungen (2.29) und (2.30) immer wieder
tiberpriift und sofern nétig Korrekturen an der Clusteraufteilung vorgenommen, bis
alle Bedingungen erfiillt sind.
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Beispiel

Hier soll die Giiltigkeit der Bedingungen (2.29) und (2.30) fiir die in Abbildung 2.6
dargestellte beispielhafte Aufteilung gezeigt werden. Fiir Bedingung (2.29) ergibt sich

ﬁ=§h+ﬁ+m<;ﬁ+kﬁﬁ
1-2-3 1+0
3 < 2
4
_§<77

und fir k = 2:

() =120 =1 (o).

Demnach sind fiir die dargestellte Aufteilung alle Bedingungen erfiillt.

[ Cluster-Konfiguration |
Algorithmus 2 Berechnung eines Zeitschritts At et
bei der Zeitentwicklung des BASEPs unter Verwen- |
dung der Aristotelischen Bewegung [52, 63]. ( ts < 0 )
1: Ziehe neue Zufallszahlen Berecfne i
2 1 =0 . , [ Bestimme neue
3: Berechne f; mit Gleichung (2.22) Cluster-Konfiguration
4: Zerlege die letzte bekannte Cluster-Konfigura- Berechne F°t, .
tion mit den Gleichungen (2.29) und (2.30) I :
5: top: Fiihre einen Euler- |
6: Berechne F*°' mit Gleichungen (2.23) bis (2.25) Schritt mit 7 —
7: Berechne t. mit den Gleichungen (2.31) und min{At — tg, teon} aus =,
(2.32) T
8: Fithre einen FEuler-Schritt (2.33) mit 7 = ( ts «— ts+ T )
min{ At — tg, teon} aus
9: to ¢t + T ]
10: if ty < At then o
11: Vereinige zusammengestoftene Cluster -
1. goto top. [Cluster—K'onﬁguratlon}
X zur Zeit t + At
13: end if

Mithilfe dieses Algorithmus generierte Gleichgewichtsdichteprofile geq(x) fiir ver-
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schiedene Teilchengrofen o und Fiillfaktoren g werden in Abbildung 2.7 mit den
Dichteprofilen verglichen, welche mithilfe des auf fiktionalen Geschwindigkeiten basie-
renden Algorithmus (Stratings & Scalas Algorithmus) und DFT bestimmt wurden.

0=0,2,0=0,2 c=0,50=0,5 c=0,8,0=0,8

L o e A N | At s maas nan f anns nans Bann RERY RRE
100 o ! .
= 1071}

o r
9 21
< 10 = Aristoteles

10,3;_ _ii_— Strating & Scala _] [ _
F 1 Percus B
10—4’”‘|H‘|H‘|H‘|Hf’H‘H‘|H‘|‘H|Hf*H|H‘|H‘|H‘|Hf
0 02040608 1 02040608 1 02040608 1
i T T

Abbildung 2.7: Mithilfe von unterschiedlichen Simulationen und DFT generierte
Gleichgewichtsdichteprofile ge,(z) im Vergleich fiir verschiedene Teilchengréfen o
und Fiillfaktoren 7.

Die mit den verschiedenen Simulationen generierten Gleichgewichtsdichteprofile
stimmen fiir alle betrachteten Parameter sehr gut miteinander und mit den Resultaten
der DFT iiberein.

Beweis: Der Aristotelische Algorithmus entspricht Stratings & Scalas
Algorithmus mit vollstindig inelastischen Kollisionen

Die Bedingungen fiir die Aristotelische Bewegung (Gleichungen (2.29) und (2.30))
konnen wie folgt modifiziert werden, ohne die Dynamik der Teilchen zu veréndern:

N 1 X -
Fi=— fiu<— fri=Ffn, k=1,..s—1, 2.34
k My J:ZI k,j My J:ZI k+1,j k+1 ( )

my — 1
L

1 my
%j:zlfk,j 5> 1 > fup i=L.m—1, k=15 (2.35)
Der einzige Unterschied besteht darin, dass sich beriihrende Cluster, auf welche
identische mittlere Kriifte f, = f,,, wirken, als separate Cluster erhalten bleiben
und nicht vereinigt werden. Dennoch verhalten sich alle Teilchen genauso, als wenn
die Cluster vereinigt wiirden. Durch Multiplikation mit der Mobilitdt p ergeben sich
die folgenden Bedingungen fiir die fiktiven Geschwindigkeiten (im Sinne von Strating

und Scala):

myg41

o 1 _

YT e j:zlvkﬂj : My 41 Jzzl ety =B B2 hen 30
1< J— .

o UkJ > 1 Z Uk,j? 1= ]-7"'7mk_ ]-7 k: 17"'78' (237)
— M = 1. 727

17
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Im Folgenden wird die Kollision der Cluster k und k+1 betrachtet, beide Cluster
erfiillen dabei Bedingung (2.37). Damit es zu einer Kollision kommen kann, muss
Folgendes gelten:

my 1 myg41

1
ka,j = Uk > Vky1 = Z Vk41,j- (2.38)

m
L =1

Mg 41

Bedingung (2.36) ist nur dann relevant, wenn sich die beteiligten Cluster beriihren.
Demnach wird diese Bedingung erst im Moment der Kollision relevant und wird
nach Beriicksichtigung der vollstandig inelastischen Kollision erfiillt. Beginnend von
Ungleichung (2.37) ergibt sich unter Verwendung der Ungleichung (2.38) Folgendes:

1 i
Tzvk,j (239)
=1 _] =i+1
1 Mmy41
SVk > Vg1 = Vk41.i- 2.40
k k+1 Myt Jz:; k+1,j ( )

Aus der Multiplikation von Ungleichung (2.39) mit mk—_lﬂ und Ungleichung (2.40)

m my+mygy 1
: k+1
mit T —— folgt:

my — i my — 1
E Vi § Vi, (2.41)
mk+mk+1_11 mk+mk+1_1mk_1jl+1
i myg41
My41 1 mMy41 1

> Vi (2.42)

=1

- Ukj >

my + My —11 P my + My — 1My

Durch Addition der Ungleichungen (2.41) und (2.42) ergibt sich:

Mg+1

1 i
i j i=1,..,my. 2.43
ijzlzvk’J mk+mk+1—1(zvk3+zvk+“>’ 1=5 Mk (2.43)

=i+1

Wird erneut bei Ungleichung (2.37) begonnen und Ungleichung (2.38) eingesetzt
ergibt sich:

1 myi41 1 i
S P < : 2.44
ey — iJIZH Uk+1,j ; ka—‘rld ( )
1
Vg1 < Vg = — 2.45
Vg1 < Vg = _~ ZUkJ ( )

=1

Wird Ungleichung (2.44) mi
multipliziert, ergibt sich:

(2.45) mit
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i 1 = T
T im . NDREER i1 2 Vet (2.46)

k k+1 =it k j:l

m 1 My 41

k

Vk ’Uk (247)
+1J Je
my +imy,q —1. . my, —|—1mk
j=i

Aus der Addition der Ungleichungen (2.46) und (2.47) folgt:

1 i my 1 my41
. Vk+1,j + Uk,j > — Vk+1,j i=0,... Mmygiq1 — 1. 2.48
i (B S ) 5 S s -0

Werden die Bedingungen (2.43) und (2.48) kombiniert, ergibt sich

1 i 1 mec
N s > _ i i=1, . me—1 9.49
P2 Ve, mc_ljglvd i m (2.49)

mit me = my+my und Ve = [V 1, s Ukomy Uk 1,15 - Vi 1,my 4 |» Was Bedingung (2.37)
erfiillt. Die Geschwindigkeit des neu entstandenen Clusters betrigt (in Ubereinstim-
mung mit Bedingung (2.36)) 7, = M Ret1lil Peg Weiteren ist Ungleichung (2.36)
fir alle sich berithrenden Cluster erfullt ‘da diese ansonsten kollidieren wiirden.

Wenn alle Cluster Bedingung (2.37) erfiillen und alle Cluster im Kontakt Bedin-
gung (2.36) erfiillen und einige dieser Cluster in vollstédndig inelastischen Kollisionen
kollidieren, erfiillen die neu entstehenden Cluster ebenfalls diese Bedingungen. Da
alle Cluster durch ebensolche Kollisionen entstanden sind, erfiillen alle Cluster im
System diese Bedingungen. Daher entspricht der Aristotelische Algorithmus Stratings
und Scalas Algorithmus mit vollstdndig inelastischen Kollisionen.

Diese Ubereinstimmung kann einem leichteren Verstindnis des Ablaufs des Aristoteli-
schen Algorithmus dienen: Bei Stratings und Scalas Algorithmus werden lediglich die
elastischen Kollisionen durch komplett Inelastische ersetzt (siche Algorithmus 3). Den-
noch ist die tiefer liegende Begriindung dieses Vorgehens nicht aufser Acht zu lassen:
Es handelt sich dabei nicht um eine wahllose Modifikation von Stratings und Scalas
Algorithmus, sondern um unterschiedliche Annahmen der mikroskopischen Dynamik
des Systems. So basiert Scalas Algorithmus auf ballistischer Bewegung innerhalb
von Zeitintervallen At, wiahrend die tiberddmpfte Bewegung dem Aristotelischen
Algorithmus zugrunde liegt.
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( Teilchenpositionen |
zur Zeit t
Algorithmus 3 Berechnung eines Zeitschritts At s <« 0 N
S
bei der Zeitentwicklung des BASEPs unter Verwen- Berechne 2"
dung von Stratings und Scalas Algorithmus [59, 60| of o T
mit vollstdndig inelastischen Kollisionen. - I At
1: Ziehe neue Zufallszahlen [ Berechne tqop
2: ts 0 l
3: Berechne neue Teilchenpositionen z{"“* nach Fiihre einen Euler-
einem Integrationsschritt der Langevin-Glei- Schritt mit 7 =
chung (2.3) ohne Hardcore-Wechselwirkung min{At — &5, tcon} aus
L A I
PO A ( ts < ts+ 7 )
5: top: I
6: Berechne die Zeit bis zur néchsten Kollision .o
7. Fiihre einen Euler-Schritt mit 7 = min{At — .
ts, teol} aUS | Ja
8 to<t.+ 7T Vereinige zusam-
- Us s .
9: if t, < At then menstofende Teil-
.. . chen/Cluster &
10: Vereinige zusammenstofiende Teil-
berechne Cluster-
chen/Cluster eschwindigkeit v
11: Berechne Clustergeschwindigkeit v, _ _ <
12: goto top. Terle
. ge alle Cluster }—
13: end if [
14: Zerlege alle Cluster Teilchenpositionen
zur Zeit t + At

2.4 Strom-Dichte-Relationen

Im Folgenden wird die Abhéngigkeit des Teilchenstroms im stationdren Zustand jg
von dem Fiillfaktor ¢ berechnet, analysiert und diskutiert.

2.4.1 Exakte Berechnung

An dieser Stelle wird die Herleitung eines exakten Ausdrucks fiir die Strom-Dich-
te-Relation umrissen, eine detaillierte Herleitung ist in der Literatur [13, 15] zu
finden.

Ausgehend von der Kontinuitéatsgleichung ergibt sich folgender Ausdruck fiir den
Teilchenstrom [13, 15]:

j(l‘,t) _ Iu(fext(x) + fint(fﬂ,t))g(l‘,t) _ DanTx, t).

Dabei ergibt sich die gesamte externe Kraft als Summer der Triebkraft und der Kraft
des externen periodischen Potentials [13, 15]:

(2.50)

dU (z)

£ ) = fuin — (251)
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Zusétzlich ldsst sich die Wechselwirkungskraft wie folgt ausdriicken [13, 15]:

. 1
oz, t) = X, (x,y,t)dy, (2.52)

wobei sich die Zweipunktdichte folgendermafen ergibt [13, 15]:

(x,y,t <Z§ x — x;(t —atj(t))> : (2.53)

hier beschreibt (.) einen Ensemblemittelwert. Aufierdem ist

int

fala ) = KaT(6y — (2 — ) 8y — (& + ))) — 2o
die Wechselwirkungskraft, die ein Teilchen an der Position y auf ein Teilchen an der
Position x ausiibt. Dabei représentieren die -Funktionen die Hardcore-Wechselwir-
kungen und u™(z, y) sonstige Wechselwirkungen, die gegebenenfalls in das Modell
eingefiigt werden [13, 15].

Aufgrund der periodischen Randbedingungen und des periodischen Potentials gilt im
stationdren Zustand o(z,t) = o(x) = o(x + A). Auberdem ist der Teilchenstrom j im
stationdren Zustand zwangslaufig orts- und zeitunabhéngig js (z,t) = js (0, 0) [13,
15]. Aus Gleichung (2.50) ergibt sich somit

(2.54)

jst(§7 U) A 1 _1 A " o B D 8QSt<x> )
A /0 Qst(x>dx_ )‘/0 IM( ( )_'_ ( )) Qst(x) Ox dz. (255)

Aufgrund der A\-Periodizitét von po(z) und U(z) vereinfacht sich dieser Ausdruck zu
113, 15|

. ( ) <ftr1eb+ )\f(] Slilt )dx)
Jst @7 9 A .
)\ 0 Qstl( )dl’
Bis hier ist die Berechnung des Teilchenstroms exakt. Allerdings sind die Ein-
und Zweipunktdichten im stationdren Zustand (o« (z) & 05 (z,y)) erforderlich, um
konkrete Teilchenstréme zu berechnen. Da die Bestimmung dieser Grofen nicht im
Allgemeinen moglich ist, ist die Anwendung einer Naherung erforderlich 13, 15].
Diese sogenannte ,Small-Driving Approximation® (SDA) wird im folgenden Abschnitt
beschrieben.

(2.56)

2.4.2 Small-Driving Approximation (SDA)

Fiir schwache Triebkrafte (fuier — 0) wird der Teilchenstrom jy(9,0) in fiien
linearisiert [15]:

(1 + X) thrleb
by fO Qeq

Y= afmeb{/ }

Jst(0,0) ~ (2.57)

mit

(2.58)

ftrieb=0
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Dariiber hinaus kann x in guter Naherung als x = 0 angenommen werden. Der
sich so ergebenden Ausdruck kann unter Verwendung der mittels DF'T bestimmten
Gleichgewichtsdichteprofile geq(z) (vgl. Abschnitt 2.2) leicht berechnet werden. Dieser
Ansatz wird als sogenannte ,,Small-Driving Approximation“ bezeichnet, da er nur fiir
schwache Triebkrafte fie, — 0 gilt. Fiir Teilchenldngen, die deutlich von ¢ = 0,5
abweichen, konnen mithilfe dieser Technik gute Ergebnisse fiir der Teilchenstrom
erzielt werden [14, 15]. Die Qualitéit der Ergebnisse ist in Abbildung 2.8 zu erkennen.
Strom-Dichte-Relationen, welche mithilfe von SDA bzw. einer dynamischen Simulati-
on bestimmt wurden, stimmen fiir stark von ¢ = 0,5 abweichende o weitestgehend
iiberein.

- T T T T T T | T T T "”4,
0.04 [ - o0=0.2— Simulation T T
I - o0=05 + SDA g

Abbildung 2.8: Vergleich von Strom-Dichte-Relationen, die mithilfe des Aristotelischen
Algorithmus und der SDA bestimmt wurden, fiir Teilchengréfen o =0,2; 0 = 0,5
und 0 =0, 8. Fiir 0 = 0,2 und ¢ = 0, 8 ist eine gute Ubereinstimmung zwischen den
Ergebnissen der SDA und der Simulation erkennbar. Die Strom-Dichte-Relationen fiir
nicht-wechselwirkende Teilchen j, und den ASEP jasep sind ebenfalls eingezeichnet.

Die Abweichungen zwischen den Ergebnissen der SDA und denen der Simulation
treten auf, da die SDA die iiber eine Periode des Potentials A gemittelten Wechsel-
wirkungskrifte fiit = £ fo)‘( int(z))dx unterschiitzt. fi* wird fiir Teilchengréfen o,

die stark von ¢ = 0, 5 abweichen, vernachlissigbar. Auferdem nimmt fi'* mit dem
Fillfaktor zu. Diese Phdnomene geben Hinweise darauf, warum die mittels SDA
bestimmte Strom-Dichte-Relation fiir ¢ = 0,5 und hohe Fiillfaktoren von der, die
mithilfe der Simulation bestimmt wurde, abweicht [14].

Fiir niedrige Fiillfaktoren p dhneln alle dargestellten Strom-Dichte-Relationen stark
der von nicht-wechselwirkenden Teilchen j, = vgo bzw. der des ASEPs jasgp =
voo(1 —0). Fiir o = 0,8 entspricht der gesamte Verlauf der Strom-Dichte-Relation
dem des ASEPs, d. h. fiir grofe p fallt der Teilchenstrom wieder ab. Fiir o = 0,2
und o = 0, 5 steigt der Teilchenstrom fiir grofte g stérker als linear an [15].

2.5 Vergleichbarkeit: Kanonisches Ensemble & Grofs-
kanonisches Ensemble

An verschiedenen Stellen in dieser Arbeit werden Grofskanonische Ensembles mit
Kanonischen Ensembles verglichen bzw. zwischen diesen gewechselt. Im Folgenden
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wird dieses Thema kurz vorgestellt und begriindet, warum der Wechsel zwischen den
Ensembles zuléssig ist.

2.5.1 Ensembles bei der DDFT

Da sich die DDFT iiber die Kontinuitédtsgleichung herleiten lasst, ergibt sich so-
fort, dass die Teilchenzahl konstant bleibt. Damit handelt es sich grundsétzlich erst
einmal um eine Theorie fiir Kanonische Ensembles. Prinzipiell ist es somit notwen-
dig das kanonische Freie-Energie-Funktional F'[g] in die Zeitentwicklungsgleichung
einzusetzen. Allerdings ist héufig zundchst nur das Groftkanonische Potential 2
verfligbar, welches bei der DF'T iiblicherweise Verwendung findet. In diesen Fallen
wird dieses oftmals anstelle der Freien Energie verwendet. Dies kann in Féllen von
niedrigen Teilchenzahlen (siehe Abschnitt 2.5.2) oder hohen Dichtegradienten zu
Abweichungen bei den resultierenden Dichteprofilen fiithren [55|. Bei den in dieser
Arbeit auftretenden Grofskanonischen Potentialen ergében sich allerdings dieselben
Zeitentwicklungsgleichungen, wenn diese Potentiale direkt verwendet wiirden, da die
Terme (e, bei der Ortsableitung ohnehin wegfallen wiirden.

2.5.2 Vergleich von Dichteprofilen

In dieser Arbeit werden an mehreren Stellen Kanonische Ensembles mit der Teil-
chenzahl N mit Grofkanonischen Ensembles mit der mittleren Teilchenzahl N = N
verglichen bzw. sogar gleichgesetzt. Im Folgenden wird dargelegt, warum dieses
Vorgehen berechtigt ist und in welchen Féllen Abweichungen zu erwarten sind bzw.
was die Grenzen dieser Annahme sind.

Sehr anschaulich ist dieser Vergleich fiir ein einzelnes Teilchen (N = 1) und ein
konstantes Potential U(z) = 0: Bei einem Kanonischen Ensemble ist ein konstantes
Dichteprofil peq(z) = const. zu erwarten, da geq(x) o exp(—BU(z)) = 1. Fiir ein
Grofskanonisches Ensemble wird nun das chemische Potential p, so gewéhlt, dass
N =1 gilt. Dementsprechend kénnen nun allerdings auch Konfigurationen auftreten,
bei denen mehr oder weniger als ein Teilchen im System vorhanden sind, lediglich
im Mittel betragt die Teilchenzahl 1. Bei den Konfigurationen mit mehr als einem
Teilchen koénnen sich die Teilchen aufgrund der Hardcore-Wechselwirkung nicht
gegenseitig iiberlappen, daher ist mit einer Struktur im Dichteprofil zu rechnen,
die iiber ein flaches Profil hinausgeht [65]. Fiir die Fille N = N =1, 2, 3, 4 sind
Dichteprofile fiir ein durch harte Wéande begrenztes System der Lénge 5,9 und
Teilchen der Gréfe 0 = 1 in Abbildung 2.9 sowohl fiir das Kanonische als auch fiir
das Grofskanonische Ensemble dargestellt |65, 66].

Es ist erkennbar, dass erhebliche qualitative Abweichungen zwischen den kanonischen
und grofskanonischen Dichteprofilen auftreten. D. h. selbst die Anzahlen und Posi-
tionen von Maxima und Minima weichen ab. Mit steigender Teilchenzahl N ndhern
sich die Dichteprofile jedoch einander an und die Abweichungen werden geringer.
Im thermodynamischen Limes (N — oo, L — oo und N/L = const.) sind beide
Ensembles dquivalent, bereits ab N > 100 sind die Unterschiede bei den meisten
Systemen komplett zu vernachléssigen [65].

In Einzelfdllen kann es notwendig sein, nicht den thermodynamischen Limes zu
betrachten, z. B. wenn finite-size effects untersucht werden sollen. In solchen Féllen
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Abbildung 2.9: Dichteprofile fiir Systeme mit verschiedenen Teilchenzahlen im Kano-
nischen und Grofskanonischen Ensemble.

besteht die Moglichkeit, kanonische Dichteprofile aus den grofskanonischen Dichte-
profilen numerisch zu bestimmen, eine detailliertere Herleitung ist in [65] zu finden.
Die Groftkanonische Zustandssumme = ldsst sich als gewichtete Summe iiber die kano-

nischen Zustandssummen Zy(V,T) fiir alle moglichen Teilchenzahlen N ausdriicken
[65]:

o0

E(pen, V.T) = > exp(BpanN) Zn (V. T). (2.59)

N=0

In Verbindung mit dem Grofkanonischen Potential

Qo(pen, V, T) = —kgT In(E(pen, V, T)) (2.60)
ergibt sich daraus
exp(—BQ (e, V, T)) = 1 =Y exp(BuanN) Zn(V, T), (2.61)
N=1
wobei Zy = 1 gesetzt wird, was lediglich die Normierung der Grofskanonischen

Zustandssumme beeinflusst [65]. Diese Gleichung kann wie folgt ausgedriickt werden:

=Y enlpen, T, Q) 2y, (2.62)

N=1
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mit

exp(BpenN + B0 (fien))
1 — exp(BQ0(tten))

Wird mittels DFT fiir verschiedenen chemische Potentiale p, jeweils €2y bestimmt,
kénnen diese Resultate in Gleichung (2.63) eingesetzt werden, um die Koeffizienten cy
zu berechnen. Diese kénnen dann in Gleichung (2.62) eingesetzt werden, um ein
lineares Gleichungssystem zu erhalten, welches sich numerisch 16sen lésst. Diese
Losung besteht dann aus den Kanonischen Zustandssummen Zy fiir alle zuléssigen
(d. h. in das System passende) Teilchenzahlen N [65].

Das groflkanonische Dichteprofil lasst sich als gewichtete Summe der kanonischen
Dichteprofile darstellen [65]:

CN(,UchyT; Qo) = (263)

[e.o]

00(w 1) = 3 exp(BpanN) =X o (). (2.64)
N=0 ‘:‘(:uch)

Wird diese Gleichung fiir jedes x separat betrachtet und wieder ug, variiert, ergeben

sich erneut lineare Gleichungssysteme, welche numerisch gelost werden kénnen. Aus

den Losungen dieser Systeme ergeben sich dann die kanonischen Dichteprofile fiir

alle zuldssige N [65].

2.6 Experimente

Experimentelle Aufbauten fiir single-file Systeme, die der Brownschen Bewegung
unterliegen, wurden bereits entwickelt und untersucht. Ein solcher Aufbau besteht
aus Kolloiden in einer Suspension, die in kleinen runden (vgl. periodische Randbedin-
gungen) Kanélen gefangen sind. Zur Herstellung von Kanélen mit geeigneter Grofse
(5 pm breit am oberen Rand) wird zunéchst ein Photopolymer auf entsprechende Art
und Weise mit einem Laser bestrahlt. Zu 1 mL von einer Losung aus Tetramethylam-
moniumhydroxid (TMAH) und hochreinem Wasser wird 1 uL. super-paramagnetischer
Teilchen mit einem Durchmesser von 2,8 ym hinzugefiigt, um eine kolloidale Suspen-
sion zu erhalten. Anschliefsend wird ein Tropfen dieser Suspension auf die Oberflache,
auf welcher sich der Kanal befindet, gegeben und die Probe mit einer Abdeckung
versehen. Aufnahmen solcher Proben mittels eines Mikroskops sind in Abbildung 2.10
dargestellt [67].

Da die Teilchen ungefihr die doppelte Dichte von Wasser haben, werden diese
durch die Gravitation im Kanal gehalten. Durch elektrostatische Wechselwirkungen
schweben die Teilchen einige hundert Nanometer iiber dem Boden des Kanals, dies
funktioniert nur, wenn die Losung nicht zu sauer ist. Daher ist es wichtig, dass die
Probe dicht verschlossen ist, damit sich kein CO, aus der Luft 16sen kann, welches
den Sauregehalt anheben wiirde. Selbst bei einer gut verschlossenen Probe ist die
Losung nach etwa zwei Wochen zu sauer, um diese weiter zu verwenden [67].
Einzelne Teilchen kénnen nach Bedarf mit einer optischen Pinzette bewegt werden.
Mithilfe eines optischen Mikroskops und einer Kamera werden die Teilchen beobachtet.
Die aufgenommen Bilder werden automatisch analysiert, um die Teilchenpositio-
nen zu verfolgen. So lassen sich z. B. Grofen wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung

!Published by the American Physical Society under the terms of the Creative Commons
Attribution 4.0 International license.
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Abbildung 2.10: Bilder von Kanélen mit gefangenen Teilchen: 5 Teilchen in einem
runden Kanal mit Durchmesser 5 gm (links) und 11 Teilchen in einem runden Kanal
mit Durchmesser 10 um (rechts). Abbildung 1 aus [67]".

fiir den Winkel zwischen den Teilchen bestimmen. Diese Verteilung ist in Abbil-
dung 2.11 im Vergleich mit Simulationsergebnissen dargestellt, dabei ist eine hohe

Ubereinstimmung zu erkennen. Weitere Details sind in der Literatur zu finden [67,
68.

' BD Exp
34 v N=5,R=Sum,'=1.07 -
o N=5,R=5um, [=4.26
& N=5,R=Spm, ['=9.59
5. ,° N=11,R=10pm, ['=23.78 |
2 A
&
1_
0

Abbildung 2.11: Verteilung ¢g(®) des Winkels zwischen den Teilchen im System
(Radius des Kanals R, Anzahl der Teilchen im System N, Stérke der Teilchenwech-
selwirkung IT'): Experimentelle Ergebnisse (Symbole) im Vergleich mit Simulationser-
gebnissen (durchgezogene Linien). Abbildung 2 aus [67]".
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Kapitel 3

BASEP mit adhasiver
Kontaktwechselwirkung

Der zuvor in Kapitel 2 behandelte BASEP wir in diesem Kapitel um eine adhésive
Kontaktwechselwirkung erweitert. Diese stellt eine stark idealisierte Version des
Lennard-Jones-Potentials dar: Weit voneinander entfernte Teilchen wechselwirken
nicht, Teilchen in Kontakt ziehen sich gegenseitig an und die repulsive Hardcore-
Wechselwirkung hélt die Teilchen davon ab, sich zu tiberlappen [17].

3.1 Grundlegendes Prinzip

Bereits im Jahr 1968 hat Baxter die Moglichkeit diskutiert, die Hardcore-Wechselwir-
kung um einen attraktiven Anteil zu erweitern. Demnach wird also eine zusétzliche
Kraft eingefiihrt, die nahegelegene Teilchen zueinander hin zieht. Teilchen, die sich
beriihren, kleben also aneinander. Die Potentialmulde ist bei diesem Modell iiblicher-
weise unendlich tief und schmal [17, 18|. Dieses Wechselwirkungspotential ®.(d) ist
in Abbildung 3.1 skizziert.

I
(0. @)
R :
< €
1 0
sl 1+ y)
. | .
0 o o+ €

Abbildung 3.1: Wechselwirkungspotential ®.(d) fiir Baxters adhésive harte Kugeln
mit endlicher Reichweite e.

Dabei ist d = x; — x;_1 der Abstand zwischen dem Teilchen i und dem vorherigen
Teilchen i — 1. Die Teilchengréfie betragt o. «v ist ein Mafs fiir die Stérke der Kon-
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taktwechselwirkung und hat die Dimension einer Lénge. Fiir den Fall d < o ist das
Potential ®.(d) = oo, dabei handelt es sich um die Hardcore-Wechselwirkung, die
verhindert, dass sich Teilchen iiberlappen oder iiberholen koénnen. Die attraktive
Wechselwirkung wird durch die Potentialmulde zwischen d = o und d = o + €
vermittelt. Ublicherweise wird eine Kontaktwechselwirkung betrachtet, d. h. die Aus-
dehnung der Potentialmulde wird infinitesimal. Es wird also so ®(d) = lim._,o ®.(d)
als Wechselwirkungspotential verwendet [17, 18]. ®.(d) ist durch

00, fird<o
O (d) =4 —5In(1+1), firo<d<o+e (3.1)
0, sonst

gegeben und im Limes € — 0 ergibt sich:

00 fird<o
dy(d) =lim P, (d) = ' . 3.2
o(d) 50 (d) {—%1n(1+’y(5(d—0)), sonst (3.2)
Dieses Potential fihrt zu einem d-Peak im Boltzmannfaktor:
exp(—fPo(d)) = O(d — o) +vi(d — o), (3.3)

wobei ©(d) die Heaviside-Sprung-Funktion ist.

Allgemein ist die Untersuchung von wechselwirkenden Teilchen von grofsem Interesse,
da bei den meisten Teilchen in der Natur in der einen oder anderen Form attraktive
Wechselwirkungen z. B. Van-der-Waals-Kréfte auftreten. Ein haufig verwendetes
Modellpotential ist das Lennard-Jones-Potential, auch dieses Potential hat eine Poten-
tialmulde, wird null fiir weit auseinander liegende Teilchen und wird unendlich, wenn
sich die Teilchen exakt iiberlappen. Das Lennard-Jones-Potential verfiigt also iiber
ahnliche Eigenschaften wie das hier beschriebene Potential. Die Kontaktwechselwir-
kung bietet sich fiir eine genauere Untersuchung allgemeiner Phinomene besonders
an, da diese auch analytische Rechnungen im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie
ermoglicht und die Wechselwirkungsstéarke durch einen einzigen Parameter v gegeben
ist.

3.2 Zu erwartende Veranderungen der Eigenschaften
des BASEPs bei Einfiihrung der Kontaktwech-
selwirkung

Zunachst werden hier einige Erwartungen dazu formuliert, wie sich die Eigenschaften
des BASEPs durch die Einfiihrung der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Kontaktwech-
selwirkung veréndern. Insbesondere ist fiir starke Wechselwirkungen, d. h. fiir grofse
v, Clusterbildung zu erwarten. Das bedeutet, dass einzelne Teilchen zusammenkleben
und dadurch einen Cluster bilden. Ein solcher Cluster kann sich dann weiterhin
bewegen, in kleinere Cluster zerfallen oder sich mit anderen Clustern vereinigen. Ins-
besondere diese Cluster beeinflussen Eigenschaften wie das Gleichgewichtsdichteprofil,
den Teilchenstrom oder die Zweipunktdichte im Kontakt.
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BASEPS BEI EINFUHRUNG DER KONTAKTWECHSELWIRKUNG

3.2.1 Uberlegungen zu den Gleichgewichtsdichteprofilen

Fiir niedrige v <« exp(/B UD) sind keine grofsen Abweichungen vom BASEP ohne

Kontaktwechselwirkung (v = 0) zu erwarten, da die im Rahmen der adhésiven
Wechselwirkung auftretenden Krifte vernachléssigbar gegeniiber den anderen vor-
kommenden Kriften sind.

Im Extremfall v > exp(ﬁ 0) spielt die attraktive Wechselwirkung die iibergeordnete
Rolle im betrachteten System. Demnach ist in diesem Fall zu erwarten, dass das
externe Potential U(x) vernachldssigt werden kann und sich einige wenige syste-
mumspannende Cluster ausbilden. Folglich sollten auch die Gleichgewichtsdichtepro-
file peq(x) weitestgehend unabhéngig vom externen Potential und somit konstant
(0eal) = ) sein.

Fiir mittelgrofe v & exp(ﬁ U") hat die Wechselwirkungsenergie dieselbe Grofsenord-
nung wie das Kosinus-Potential. Daher sind sowohl Einfliisse des externen Potentials
als auch Auswirkungen der Kontaktwechselwirkung zu erwarten. Dementsprechend
treten vermutlich kleinere Cluster auf, deren Verhalten dennoch nennenswert vom
Kosinus-Potential beeinflusst wird.

Fiir die Teilchengrofie o = 0,5

Zunéchst wird ein aus 2n + 1 Teilchen bestehender Cluster mit den Teilchenpositio-
nen ri,ry = x1 + 0,3 = T1 + 20, ..., Topr1 = X1 + 2no betrachtet. Die potentielle
Energie des Clusters ist dann:

2n
0} .
USS (1) = 70 ) " cos(2m(zy + 0, 5)). (3.4)
=0

Da es sich hierbei um den Spezialfall ¢ = 0,5 handelt, gilt

cos(2mz;) = — cos(2mxjq). (3.5)
Daher heben sich in Gleichung (3.4) die Terme fiir i = 2n + 1 und i = 2n auf. Auf

gleiche Weise heben sich auch die Terme fiir i = 2n — 1 und i = 2n — 2 auf. Dies ist
fiir alle Terme i > 1 der Fall:

Ugnil(q:l ZCOS (2m(xz1 4+ 0,5))) = % cos(2mry). (3.6)

Basierend auf diesem Potentlal ist zu erwarten, dass die Teilchen im betrachteten
Fall an den Positionen z; = ;,xg 1,23 = 3 ... zu finden sind.

Fiir Cluster der Grofe 2N heben sich auf gleiche Weise alle Beitrage zum Clus-
ter-Potential auf, daher gilt Ug,f’(;vl) = 0. Dementsprechend ist nicht zu erwarten,
dass diese Cluster Peaks im Dichteprofil verursachen. Auch einzelne Teilchen, die
nicht Teil eines Clusters sind, miissen beriicksichtigt werden, diese unterliegen dem

Einteilchen-Potential

Ui
U (1) = 70008(271'1‘1), (3.7)

demnach sind diese vorwiegend an den Positionen x = %, %, ... zu finden.

Zusammenfassend gilt also:
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KAPITEL 3. BASEP MIT ADHASIVER KONTAKTWECHSELWIRKUNG

e (2n + 1)-Cluster fiihren zu Peaks bei z = 3,2 =1,z =

N

g e

e 2n-Cluster fithren zu einem ebenen Dichteprofil.

e 1-Cluster fithren zu Peaks Bei x = %, xr =

Njw

PREER

Wenn eine Mischung aller moglichen Cluster betrachtet und iiber alle charakteris-
tischen Dichteprofile summiert wird, ergibt sich also ein Dichteprofil mit kleinen
lokalen Maxima bei z = 0, 1,2, ... (verursacht durch die (2n 4+ 1)-Cluster) und grofen
Maxima bei z = 3, 2, ... (verursacht durch die (2n + 1)-Cluster und einzelne Teilchen).
Aufserdem sorgen die 2n-Cluster dafiir, dass die Dichte iiberall deutlich grofier als 0
ist.

Fiir die Teilchengrofie o = 0,2

Ein aus N Teilchen bestehender Cluster hat das Potential

n—1

U (xy) = % Z cos(2m(z1 +0,2j)), (3.8)

j=0

dieses ist fiir einige n in Abbildung 3.2 dargestellt.

SFET — T T T T T T T T T T T T ]

S o

5 2 0.5 ]
S 0.3 O 1
D ° g
. n=1 n=3 n=3>5 i
—10 L —— n=2 — n=4 -
i | L L L | L L L | L L L | L L L | L L L | ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Iy

Abbildung 3.2: n-Cluster-Potential U%?(z;) fiir 0 = 0,2 und verschiedene n, die
Positionen der Minima sind angegeben und markiert.

Dementsprechend ist fiir n = 1 bei x = 0, 5 ein Maximum im Dichteprofile zu erwarten.
Fiir n = 2 sind Maxima bei x = 0,4 und x = 0,4 4+ 0,2 = 0,6 zu erwarten. Analog
verursachen Cluster der Lange n = 3 Maxima bei x =0,3; x = 0,3+ 0,2 = 0,5 und
r=0,342-0,2=0,7. Fiir n = 5 sind keine Peaks zu erwarten, da das Potential
in diesem Fall konstant ist. Bei einer Mischung von Clustern verschiedener Lange
ist also ein Dichteprofil mit einem Maximum bei x = 0,5 zu erwarten, welches sich
bei steigendem v immer weiter verbreiter. Evtl. treten auch an anderen Positionen
(x=0,2; 0,3; 0,4; 0,6; 0,7; 0,8) erkennbare Maxima auf.

Fiir die Teilchengrofie o = 0,8

Das n-Cluster-Potential fiir o = 0,8
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n—1 n—1

U U
U (zy) = 70 > cos(2m(x1 +0,8)) = Up?(—z;) = 70 > cos(2m(—a1 +0,2))),
j=0 j=1

(3.9)
ist fiir einige n in Abbildung 3.3 dargestellt.

5—I/‘—\“ | T T T T
5 0.5 8 ]
> 0.6 O
Ob: 5 ° _]
| —— n=1 n=3 — n=>5
_10;—n —— n=4 —
I | |- | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T

Abbildung 3.3: n-Cluster-Potential U%®(x;) fiir ¢ = 0,8 und verschiedene n, die
Positionen der Minima sind angegeben und markiert.

Im Dichteprofil ergeben sich folglich Maxima bei z = 0,5 (n = 1); bei z = 0,6
und bei x = 0,6 + 0,8 = 1,4 (n = 2). Fir n = 3 treten Maxima bei x = 0,7,
r=0,7+0,8=1,5und x =0,7+ 20,8 = 2,3 auf. Insgesamt ergeben sich also
Dichteprofile, deren Strukturen identisch zu denen der Profile fiir ¢ = 0, 2 sind.

3.2.2 Einfluss von Clusterbildung auf den Teilchenstrom j

Im Folgenden wird der Einfluss von Clusterbildung auf den Teilchenstrom j betrach-
tet. Um diesen Einfluss abzuschitzen, werden die mittleren Geschwindigkeiten von
Clustern mit festgelegten Teilchenzahlen n berechnet. D. h. es wird die Situation
betrachtet, dass im gesamten System lediglich Cluster einer bestimmten Lange auf-
treten. Das Bilden von neuen Clustern wird dabei ebenso vernachléssigt wie das
Zerfallen bestehender Cluster. Dementsprechend handelt es sich hier lediglich um
eine grobe Abschétzung dazu, wie sich die Kontaktwechselwirkung auf den Strom
auswirkt. Es wird also geklart, ob die Clusterbildung den Strom erhéhen, senken
oder blockieren kann oder keinen Einfluss auf den Teilchenstrom hat.

Die mittlere Geschwindigkeit eines Teilchens ergibt sich wie folgt [15]:

DA(1 — exp(—f fuieb))

- ) 3.10
foA f;%\ exp(B(U(Y) — fuievy — U(7) + fuienr))dyda (3.10)

Vo

Fiir einen Cluster der Grofe n gilt Folgendes [69]:
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ftrieb :nftrieb

U? (1) ZUa:l—l—Ja

:|@3It

Um die mittlere Geschwindigkeit eines Clusters zu berechnen, werden diese Groften
in Gleichung (3.10) eingesetzt, so ergibt sich:

UO _ D)‘<1 - eXp(_Bn)\ftrieb)) ‘ (311)

"o TP exp(BUS (y) — 1y fuier — U () + na fuien))dyda
Wenn zusétzlich die Wechselwirkungen zwischen den Clustern vernachléssigt wird, er-
gibt sich als Strom-Dichte-Relation j°(g) = v2g. Wird die Strom-Dichte-Relation des
ASEPs zugrunde gelegt, ergibt sich j25EP(g) = 1v9%(1—72) [15]. In Abbildung 3.4 ist die
Abhéngigkeit des Teilchenstroms von der Clustergrofe n fiir 0 = 0, 2 veranschaulicht.

02 —e ¢ 0 l e o o l o o .Q. ’l. KX .c' .c. .l‘ .o. ,o, .0.1
: : | e s oo se o » » ()
e ® - i
et e " i
e ~
° 4 15
o - 4 [ ]
= 0.1 o 11l
’ o g 5
o. o
L e® i e® 1
0.0 = = -
: L L L | L L L | L L L | L L L | L L L
0'2 *,.,,,??'l.’.’.‘...l..'..Q..‘...'..l.Q...C..”“..'..l.ﬁ‘.'...‘.....‘w
SEEERE . : .o
et 1
i ".’. ’u?
I 13
; (AR Y
201 . 1
s o. 1°
e
1R RN
oo
0.0 | | 1 |
T
029+ ¢ ¢ l 2 l ... .'.'. oo olq oo g0 o oloq'oo‘o o% 3]
0t -
. ; »
o H e " |
. . ; o 1R
2zo1f Lt e 4=
° H [)
e H ‘Q N
i - 5
N L
[ ]
F oc@ i 1 o i
0.0f == | | | | 7]
0 20 40 60 80 100
n

Abbildung 3.4: Teilchenstrom 5°(0, 2) als Funktion der ClustergroRe n fiir verschiedene
Teilchengréfsen o und nicht-wechselwirkende Cluster.
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Besonders bemerkenswert ist, dass eine Schwankung der Clustergréfte um 1 bereits
ausreicht, um den Teilchenstrom grundlegend zu verdndern. Dariiber hinaus tendiert
JO fiir n — oo gegen p. Zusitzlich tritt j° = g auch fiir einige charakteristische
n auf. In diesen Féllen muss also v? = 1 gelten. Des Weiteren fillt auf, dass sich
der Strom fiir o = 0,2 und ¢ = 0,8 identisch verhélt, was im Einklang mit den
identischen Erwartungen an die Gleichgewichtsdichteprofile ge(z) fiir diese beiden
Teilchengrofen steht (siehe Abschnitt 3.2.1). Dies weist auf eine Symmetrie beziiglich
der Teilchengréften ¢ und A — ¢ hin.

Fiir o = 0,5 und n = 2, 4, 6, ... ist das Potential des Clusters konstant (U%®(z;) = 0,
siche Abschnitt 3.2.1). Dann gilt

0 D)\(l - eXp( ﬂn)\ftrleb))

o n [ L7 exp(Bn fuien (€ — y))dydz (312)

fiir A =1 gilt

ﬁftrieb
€xXp (ﬁnftrleb

+ ﬁftrleb (313)

o = D(1 = exp(—Bn fuie)) (

eXp(antrleb
eXp(antrieb) (]- - eXP antrleb
Dﬁftrieb < eXp(/antI'leb
_ . eXp antrleb
- Di s ()
= DB firien- (3.17)

Somit gilt fir D =1, 8 =1, fiier = 1 und U,(x1) =0

(3.15)

)

=DP furien (1 — exp(—Bn firiep) ) ( Tt 1) (3.14)
)
)

(3.16)

0 _
v, = 1.

Dies erklart, warum fiir charakteristische n, bei denen sich die Beitrége der einzelnen
Teilchen zum Gesamtpotential des Clusters auftheben, j° = g gilt. Da sich fiir n — oo
auch fiir nicht-charakteristische n viele Beitrage ausgleichen, kann auch in diesem
Fall das Potential vernachlissigt werden, sodass jO = g gilt.

Zusammengefasst lésst sich sagen, dass die Clusterbildung den Teilchenstrom stark
beeinflusst. Selbst einige Cluster, welche aus lediglich zwei Teilchen bestehen, konnten
zu einem vollkommen anderen Teilchenstrom fithren. Fiir eine starke Kontaktwech-
selwirkung ~ > exp(fBUO) = n — oo und eine niedrige Besetzung 9 < 1 = j = jo,
kann ein Strom von j = p erwartet werden. Dariiber hinaus lassen sich auf Basis
dieser Uberlegungen keine quantitativen Aussagen treffen.

3.3 Berechnungen mittels Dichtefunktionaltheorie
(DFT)

Um analog zu Abschnitt 2.2 Gleichgewichtsdichteprofile fiir den BASEP mit Kon-
taktwechselwirkung zu berechnen, wird zunéchst ein geeignetes Funktional benotigt.
Auch fiir dieses System hat Percus bereits einige Berechnungen durchgefiihrt [18]:
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Ausgehend von der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Kontaktwechselwirkung und dem
zugehorigen Boltzmannfaktor

exp(—pPy(d)) =O(d— o) +vo(d — o) (3.18)

lasst sich eine Strukturgleichung fiir das Gleichgewichtsdichteprofil geq ()

A~

Keg(x 4 0)Keg(z — 0)

B(pten — U()) = In ( > + %ln (1 = Neq()) (1 = Neq(z + 7))

Qeq(x)
(3.19)
1 ' Oeq(Y + ) + 0eq(y) 0eq(y + ) — 0eq(¥)\”
+ — 1+ 272 + 72 —1|dy
2y ) \/ 1 —1eq(y + 0) 1 —1eq(y + 0)

mit

Keq(w) = % \/(1 el F0) - Qeq(fv)> | Ao(z+0)y

1 — Neq(x + 0) 1 — Neq(x + 0)

B <1 B 7Qefl(x +0) - Qeq(ﬂf)) (3.20)

1 — Neq(z +0)

und

Keq(t) = Roglar — ) — 22D = 5:3&‘ . (3.21)

herleiten. Eine detaillierte Herleitung ist in der Originalarbeit von Percus zu fin-
den [18]. Um ein Dichteprofil zu erhalten, kann wieder auf die in Abschnitt 2.2
beschriebenen Methoden zuriickgegriffen werden. Jedoch wiirde eine numerische
Optimierung eines Dichteprofils, sodass der Fehler beim Einsetzen in Gleichung (3.19)
schrittweise minimiert wird, eine extreme Rechenkapazitét erfordern. Dies ist der
Fall, da die Strukturgleichung fiir den BASEP mit Kontaktwechselwirkung erheblich
komplizierter als das Funktional fiir den BASEP ohne Kontaktwechselwirkung ist.

Auferdem erweist sich die modellfreie Iteration (siche Abschnitt 2.2.2) unter Verwen-
dung des vorliegenden Funktionals als instabil. Trotz Mittelung iiber verschiedenen
(auch sehr hohe, wie z. B. 10000) Anzahlen von Dichteprofilen aus fritheren Iterati-

onsschritten lieft sich keine Konvergenz erzielen.

Dabher ist es sinnvoller auf die Dynamische Dichtefunktionaltheorie zuriickzugreifen,
insbesondere da Gleichung (3.19) bereits sehr nah an der fiir die DDFT notwen-
digen Form Mggzgt’;)] ist. Durch minimale Umformungen und den Ubergang vom

Grofskanonischen Potential zur Freien Energie (vgl. Abschnitt 2.5) ergibt sich
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OF[o(x )] _ (K(m +o,0)K(x — o, t)) T BU)

5@(96 t) o(,1)
ln 1-— (1 —n(z+o,t)) (3.22)
y—i—O’,t)—i—Q(y,t) 2 Q<y+07t> _Q<y7t> ’ .
+_/ T=n(y +o,1) ”( T=n(y+o1) ) e

dieser Ausdruck kann dann in Gleichung (2.16) eingesetzt werden. Es wird wieder
o(z,t = 0) = g als Startprofil gewéhlt. Mittels iterativer Berechnung von Glei-
chung (2.16) wird das Gleichgewichtsdichteprofil lim; o, 0(z,t) = geq(x) bestimmt.
In Abbildung 3.5 sind mithilfe der DDFT bestimmte Gleichgewichtsdichteprofi-
le geq(x) fiir v = 1 und verschiedene Teilchengréfen o und Fiillfaktoren p dargestellt.

- =0

F Els - =1 E
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Abbildung 3.5: Gleichgewichtsdichteprofile geq(x) fiir verschiedene Teilchengrofen o
und Fillfaktoren 9 mit und ohne adhasiver Kontaktwechselwirkung.

Bei Vergleich der Dichteprofile mit und ohne adhésiver Kontaktwechselwirkung fallt
auf, dass das Profil fiir o = 0, 2 bei der Einfithrung der Kontaktwechselwirkung mit
~v = 1 fast unveréndert bleibt. Aufgrund der geringen Teilchengréfie und der geringen
Anzahl von Teilchen im System ist der mittlere Abstand zwischen den Teilchen grof,
somit beriihren sich die Teilchen selten und die Kontaktwechselwirkung spielt nur
eine geringe Rolle.

Fiir 0 = 0,8 ist erkennbar, dass das Maximum des Dichteprofils bei Einfiihrung
der Kontaktwechselwirkung verbreitert und abgeflacht wird. Dass in diesem Fall
die Kontaktwechselwirkung grofsere Auswirkungen hat, ist verstandlich, da sich die
Teilchen héufiger beriihren, wenn sich viele grofe Teilchen im System befinden.
Des Weiteren entspricht die Abflachung und Verbreiterung des Maximums den in
Abschnitt 3.2.1 formulierten Erwartungen.

Insbesondere weist das Profil fiir ¢ = 0,5 bemerkenswerte Eigenschaften auf: Es
treten schwache lokale Maxima bei x = 0 und x = 1 auf, obwohl an diesen Positionen
die Maxima des externen Potentials liegen. Dieses Phénomen lésst sich intuitive
verstehen: Ein Teilchen, das an einem anderen Teilchen klebt, welches sich am
Potentialminimum aufhélt, befindet sich am Potentialmaximum. Dieses Verhalten
entspricht aufserdem den in Abschnitt 3.2.1 formulierten Erwartungen.
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3.4 Simulationen

Nachdem die DFT eingesetzt wurde, um die Eigenschaften des BASEPs mit Kontakt-
wechselwirkung im Gleichgewicht zu untersuchen, sollen im Rahmen dieser Arbeit
auch Phanomene im Nichtgleichgewicht quantitativ betrachtet werden. Insbesondere
sollen auch die in Abschnitt 3.2.2 formulierten Erwartungen an die Verédnderung des
Teilchenstroms bei Einfithrung der Kontaktwechselwirkung tiberpriift und quantifi-
ziert werden. Zu diesem Zweck ist es notwendig, die in Abschnitt 2.3 présentierten
Simulationsalgorithmen zu modifizieren, bzw. neue Algorithmen einzufiihren, sodass
die Kontaktwechselwirkung physikalisch korrekt und quantifizierbar in den neuen
Simulationen repréasentiert wird.

Diese Simulationen sollen wie fiir den BASEP ohne Kontaktwechselwirkung anhand
der zuvor bestimmten Gleichgewichtsdichteprofile (siche Abschnitt 3.3) verifiziert
werden und anschliefend in Abschnitt 3.6 im Nichtgleichgewicht Verwendung finden.

3.4.1 Ad-hoc Modifikation der BASEP Simulation

Ein naheliegender Ansatz, die adhésive Wechselwirkung in eine der BASEP Simu-
lationen, die in Abschnitt 2.3 prasentiert wurden, einzufiigen, besteht darin, dicht
beieinander liegende Teilchen mit einer Wahrscheinlichkeit ¢ (glue factor) zu einem
Cluster zusammenzufassen [51].

Konkret werden also zu Beginn jedes Zeitschritts jene Teilchen gesucht, die weniger
als € auseinander liegen, fiir die also xiy1 < x; + 0 + € gilt. Diese Teilchen werden
dann mit der Wahrscheinlichkeit ¢ miteinander verbunden, sodass Cluster aus zwei
oder mehr Teilchen entstehen. Alle Teilchen eines Clusters, der die Teilchen k bis [
umfasst, bewegen sich im aktuellen Zeitschritt mit der Geschwindigkeit

£ £ £ £ 2

_ = m—_k(fk+fk+1+-~+fz—1+fl), (3.23)

wobei f; durch Gleichung (2.22) gegeben ist. Wird dieses Vorgehen als Erweite-
rung des in Abschnitt 2.3.1 beschriebenen Algorithmus implementiert, miissen die
unterschiedlichen Massen der Cluster/einzelnen Teilchen bei den elastischen Kol-
lisionen beriicksichtigt werden. Nach Ende des aktuellen Zeitschritts, werden alle
Informationen iiber die Cluster verworfen. Anschliefend werden neue Cluster ge-
bildet, wobei erneut Teilchen, die weniger als € voneinander entfernt liegen, mit
der Wahrscheinlichkeit g verbunden werden. Dieses Vorgehen ist in Algorithmus 4
dargestellt.
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( Teilchenpositionen

zur Zeit t
Algorithmus 4 Berechnung eines Zeitschritts At
bei der Zeitentwicklung des BASEPs unter Verwen- | ts < 0 )
dung einer modifizierten Version von Stratings und Berechnseg:ineu
Scalas Algorithmus [51, 59, 60]. L
1: Ziehe neue Zufallszahlen |

Fasse benachbarte
Teilchen mit Wk. g zu
Clustern zusammen;
Aktualisiere vif ent-
sprechend der Cluster

|

[ Berechne t.q) }—

2: ts 0

3: Berechne neue Teilchenpositionen z{*" nach
einem Integrationsschritt der Langevin-Glei-
chung (2.3) ohne Hardcore-Wechselwirkung

neu

4: Uif<—

t
5: Fasse Teilchen, die ndher als € aneinander lie-

gen, mit der Wahrscheinlichkeit g zu Clustern _ l
Fiihre einen Euler-
zusamimen

6: Aktualisiere v entsprechend der Cluster (Glei- mlffg?t_t ;Illz " }:aus
chung (3.23)) sy Leoll

: |
o I e =
8: Berechne die Zeit bis zur nachsten Kollision .oy

|
9: Fiihre einen Euler-Schritt mit 7 = min{At —
ts, tcoll} aus @

10: tg <t + 7 | Ja
11: if ¢, < At then [ Berechne elasti- }
12: Berechne elastische Kollision sche Kollision
13: .
1?1. dg(.)ft o top Teilchenpositionen
- enel zur Zeit t + At

In Abbildung 3.6 ist fiir ¢ = 0,9535; v = 1 und verschiedene Teilchengrofen o sowie
Fiillfaktoren g jeweils das Gleichgewichtsdichteprofil geq(z) dargestellt.

| L~ Ad-hoc Modifikation
E Percus

0 02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 0.2 04 06 08 1
x T x

1074 .

Abbildung 3.6: Mithilfe der Abwandlung von Stratings/Scalas Algorithmus (g =
0,9535) und DFT (v = 1) generierte Gleichgewichtsdichteprofile geq(x) im Vergleich
fiir verschiedene Teilchengrofen o und Fiillfaktoren o.

Dabei ist fiir 0 = 0,2 und 9 = 0,2 sowie ¢ = 0,5 und 9 = 0,5 jeweils eine gute
Ubereinstimmung zwischen Simulationsergebnissen und analytischen Resultaten
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erkennbar. Jedoch ist zu beriicksichtigen, dass g explizit so gewahlt wurde, dass eine
moglichst gute Ubereinstimmung auftritt. Dennoch ist hiermit gezeigt, dass es durch
korrekte Wahl von g moglich ist, mithilfe dieses Ansatzes die korrekte Dynamik
zu erhalten. Fiir ¢ = 0,8 und o = 0,8 treten jedoch bei den Minima erhebliche
Abweichungen auf. Diese liegen vermutlich darin begriindetet, dass sich bei steigender
Systemabdeckung go der mittlere Teilchenabstand % — o der Grofsenordnung von €
annahert. Somit kommt es dann vermehrt zu Wechselwirkungen, die nur durch den
Ubergang von einer Kontaktwechselwirkung zu einer Wechselwirkung mit Reichweite €
verursacht werden. Dadurch kénnen dann Abweichungen von analytischen Ergebnissen
hervorgerufen werden.

Der Nachteil dieses Algorithmus besteht darin, dass g(-y) nicht als analytische Funk-
tion gegeben ist und numerisch zu jedem ~ das passende g gefunden werden muss.
Dies schrankt auch die Vergleichbarkeit mit den DFT Resultaten und somit die
Verifizierbarkeit des Algorithmus ein.

3.4.2 Aristotelische Bewegung mit Separationskraft fsp

Eine naheliegende Idee besteht darin, den Aristotelischen Algorithmus (siehe Ab-
schnitt 2.3.2) durch Einfithren einer Separationskraft fip,, die notwendig ist, um
Bindungen zwischen Teilchen zu trennen, zu erweitern. D. h. es werden negative
Wechselwirkungskréfte F;q.; zugelassen, sofern diese — fs, nicht unterschreiten.
Dementsprechend lésst sich Gleichung (2.27) wie folgt erweitern:

S N m—s S S m
~feep < Fos1 = Y _ fi—sf = > fj—BE fi, s=1,...,m—1. (3.24)
=1 j=1

m .
j=s+1
Diese Ungleichung lasst sich dann zu
mf>1iflif'1 1 (3.25)
T N:sdJsep = T . i — T i, 1= 1,...,1MM — .
(m —1)i”>?P m—i = ! i !

umformen, diese ersetzt dann Ungleichung (2.28).
Waren die Untercluster k und k + 1 fest miteinander verbunden, wiirde sich der
resultierende Cluster mit der Geschwindigkeit

my fi + My [
my + My

(3.26)

bewegen. Ohne diese Verbindung wiirde sich der Untercluster k mit der Geschwin-
digkeit pf, bewegen. Durch die Verbindung wiirde sich der Untercluster k also
um

mye e+ Wiy fr
my + My

— ify (3.27)

schneller bewegen, daher miisste diese Verbindung einer Kraft

(3.28)

mefi+ Mg i 7 ) my
my + Mg )
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standhalten.
Somit ergeben sich die folgenden Bedingungen dafiir, dass ein n-Cluster entsprechend
der Zerfallskonfigurationen {m;...m} zerféllt:

— n — _
(mk{;k fgjkﬂ _ fk> My > fapy k=1,..,8—1 (3.29)
1y 1 & 1 ,
mfsepz mk—i Z fk’j—Tkad', 1:1,...,H1k—17 kzl,...,S. (330)
j=i+1 =1

Bei der Implementation wird mit diesen Bedingungen analog zu denen in Ab-
schnitt 2.3.2 verfahren. Wird dabei f,, als Konstante festgelegt, fallt auf, dass
die Resultate von der Lange der gewahlten Zeitschritte At abhéngen. Es lésst sich
dabei praktisch keine Gréfenordnung von At finden, bei der diese Abhéngigkeit
verschwindet.

Werden die Bedingungen (3.29) und (3.30) vor diesem Hintergrund erneut betrachtet,
fallt auf, dass die Krafte fi; Anteile haben, die mit \/% skalieren (siehe Glei-
chung (2.22)). Somit sind diese Bedingungen abhéngig von der Wahl von At. Ein
Ansatz zur Umgehung dieses Problems bestiinde darin, fs, ebenfalls entsprechend
zu skalieren:

C

Joep = —=, 3.31
= 331
wobei hier die Stérke der Wechselwirkung durch eine neue Konstante fg,, festgelegt
wird. In gewissem Rahmen bietet dieser Ansatz auch ein intuitives Verstandnis: Wenn
sich zwei Teilchen beriihren und sich dann in einem Zeitschritt um Ar voneinander
entfernen, wird eine Bindungsenergie

AFE = fsepAr (332)

iiberwunden. Wird die Bewegung auf die stochastischen Kréfte reduziert, so ist Ar
von der Ordnung O(v/At). Somit hiitte AE dann die Ordnung O(1) in At und wiire
unabhéngig von der Wahl von At. Diese Betrachtung wiirde also zu einer konstanten
Bindungsenergie AFE fiihren, die innerhalb eines Zeitschritts iibertroffen werden muss,
um zwei sich beriihrende Teilchen zu trennen.

Es gibt jedoch eine Vielzahl von Problemen bei dieser Betrachtungsweise: so gilt
diese Betrachtung der Ordnungen in At nur fiir den stochastischen Teil der Bewe-
gungsgleichungen und nicht fiir den deterministischen Teil. Des Weiteren ist bei
dieser Umsetzung auch keine direkte quantitative Vergleichbarkeit mit dem Modell
von Baxter gegeben, da es an einer Rechenvorschrift zur Bestimmung von ~ aus den
hier verwendeten Parametern mangelt. Somit besteht hier lediglich die M6glichkeit
den zu bestimmten Simulationsergebnissen gehdrigen Wert fiir v durch einen Fit zu
bestimmen.

Wird diese Simulation umgesetzt, lassen sich bei den Dichteprofilen zwar qualitative
Merkmale (z. B. Anzahl und Position von Maxima) aus den DDFT Ergebnissen
wiedererkennen. Eine quantitative Ubereinstimmung ist jedoch weder praktisch um-
setzbar noch zu erwarten. Gegebenenfalls wire es moglich in den Bedingungen (3.29)
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und (3.30) den stochastische und deterministischen Teil mit den verschiedenen Ord-
nungen in At separat zu betrachten. Jedoch wiirden sich so zunehmend komplexere
Algorithmen mit begrenzter physikalischer Begriindung ergeben, die zusétzlich auch
nicht direkt (d. h. fiir eine vorher festgelegtes ) mit dem Modell von Baxter ver-
glichen werden kénnen. Eine geschicktere algorithmische Umsetzung von Baxters
Modell in dynamischen Simulationen wird in Abschnitt 3.4.4 erldutert.

3.4.3 Simulation im Gleichgewicht

Miller und Frenkel haben bereits frither einen Algorithmus zur Simulation von
adhésiven harten Kugeln im Gleichgewicht vorgeschlagen [50, 70]. Dieser Ansatz ist
jedoch ausschliefslich fiir Systeme im Gleichgewicht geeignet, daher muss fiyep, = 0
gelten und es lassen sich keine Strom-Dichte-Relationen bestimmen. Aufserdem ist
in der urspriinglichen Form des Algorithmus kein externes Potential vorgesehen.
Jedoch lésst sich durch eine kleine Modifikation des Algorithmus ein solches Potential
beriicksichtigen.

Algorithmus von Miller und Frenkel

Aufgrund der §-Singularitat im Wechselwirkungspotential sind die iiblichen Monte-
Carlo-Algorithmen, die auf zufélligen Teilchenbewegungen, die entweder akzeptiert
oder verworfen werden, basieren, nicht anwendbar. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei
einem solchen Algorithmus zwei Teilchen in Kontakt kommen ist praktisch null und
Teilchen, die bereits in Kontakt sind, wiirden nie getrennt werden. Daher werden
das Trennen und Entstehen von Bindungen im vorgeschlagenen Algorithmus explizit
beriicksichtigt [50, 70].

( Teilchenpositionen
vor dem Schritt

|

Ziehe ein zufal-
liges Teilchen i

Algorithmus 5 Ein Schritt der Simulation zur
Bestimmung der Gleichgewichtsverteilung von ad- | : N
hésiven harten Kugeln |50, 70]. R MRS

- - — - : scheinlichkeits-
1: Ziehe ein zufalihges Teilchen I _ . verteilung p(x)
2: Berechne die Wahrscheinlichkeitsvertei- I
lung p(x) ([ Ziehe eine neue
3: Ziehe eine neue Teilchenposition z; fiir das Teil- Teilchenposition ;
chen i aus der Verteilung p(z) fiir das Teilchen i
Teilchenpositionen

nach dem Schritt

Zunachst wird zufillig ein Teilchen ausgewahlt, dieses wird im Folgenden als Test-
teilchen bezeichnet. Dann wird iiber den Raum integriert, in welchem sich das
Testteilchen aufhalten kann, ohne die Hardcore-Bedingung beziiglich der anderen
Teilchen zu verletzen. Dies ist dann das Gewicht dafiir, dass das Teilchen eine neue
Position ohne Kontakt zu einem anderen Teilchen erhélt. Anschlieffend werden die
neuen Zusténde, bei denen das Testteilchen ein anderes Teilchen beriihren wiirde,
explizit betrachtet und erhalten jeweils das Gewicht . Dieses v ergibt sich, wenn
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Abbildung 3.7: Vergleich von mittels DFT und Millers Algorithmus bestimmten
Gleichgewichtsdichteprofilen geq(z) fiir Teilchen der Grofe o = 0,2 und verschiedene
Wechselwirkungsstirken v und Fiillfaktoren p fiir ein System der Linge L = 103.

iiber einen infinitesimalen Bereich um den Kontaktfall d = ¢ herum iiber den Boltz-
mannfaktor (3.3) integriert wird. Anschlieflend werden alle berechneten Gewichte
normiert, sodass sich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x) ergibt, die teilweise aus
kontinuierlichen Zusténden (kein Kontakt) und diskreten Zustédnden (mit Kontakt)
besteht. Aus dieser Verteilung wird dann eine neue Position fiir das Testteilchen ge-
zogen. Eine detailliertere Beschreibung, welche auch in drei Dimensionen anwendbar
ist, ist in der Literatur zu finden [50, 70|. Der Ablauf dieses Algorithmus wird in
Algorithmus 5 grob skizziert.

Einfiihren des periodischen Potentials
Im urspriinglichen Algorithmus von Miller und Frenkel wird kein externes Potential

berticksichtigt, durch eine Modifikation der Wahrscheinlichkeitsdichte (inkl. der
Zustéande mit Teilchenkontakt) lasst sich dieses nachtraglich einfiihren:
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Abbildung 3.8: Vergleich von mittels DFT und Millers Algorithmus bestimmten
Gleichgewichtsdichteprofilen geq(x) fiir Teilchen der Grofe o = 0,5 und verschiedene
Wechselwirkungsstirken v und Fiillfaktoren o fiir ein System der Linge L = 103.

_ plx)exp(=pU(x))

Jy pla) exp(=BU (o)) da’
Bei der Ziehung neuer Teilchenpositionen konnen verschiedene Methoden eingesetzt
werden, zwei solche Umsetzung werden in Anhang B dargelegt.

Mithilfe dieses Algorithmus bestimmte Gleichgewichtsdichteprofile ge () werden in
den Abbildungen (3.7) bis (3.9) fiir verschiedene Teilchengrofen o, Fiillfaktoren g
und Wechselwirkungsstéirken + dargestellt und mit den mittels DFT bestimmten
Profilen verglichen.

Es sind deutlich die Auswirkungen der Kontaktwechselwirkung auf die Gleichgewichts-
dichteprofile zu erkennen: Fiir Teilchen der Gréfen o = 0,2 und o = 0, 8 verbreitert
sich das Maximum bei steigender Wechselwirkungsstéirke v zunéchst, bis sich das
Profil bei grofen Fiillfaktoren p und sehr starken Kontaktwechselwirkungen einer
Konstanten geq(z) = ¢ anndhert. Dieses Verhalten entspricht den in Abschnitt 3.2.1
formulierten Erwartungen.

Bei der Teilchengrofe o = 0, 5 ist ein anderes Verhalten zu beobachten: Bei steigender

Pmodifiziert (.flf) (333)
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Abbildung 3.9: Vergleich von mittels DFT und Millers Algorithmus bestimmten
Gleichgewichtsdichteprofilen geq(z) fiir Teilchen der Grofe o = 0,8 und verschiedene
Wechselwirkungsstirken v und Fiillfaktoren p fiir ein System der Linge L = 103.

Wechselwirkungsstéarke ~ tritt zunéchst ein weiteres Maximum bei x = 0 auf und
erreicht schliefslich dieselbe Hohe wie das zentrale Maximum bei z = 0,5. Somit
weist das Dichteprofile fiir sehr starke Kontaktwechselwirkungen schliefslich eine
Periodizitdt mit einer Linge von 0,5 auf. Dieses Verhalten entspricht dem fiir grofse
Cluster zu erwartenden Verhalten (vgl. Abschnitt 3.2.1).

Der Vorteil dieses Algorithmus besteht darin, dass dieser insbesondere bei sehr
grolen Wechselwirkungsstiarken v sehr gute Resultate liefert. Die Rechenzeit pro
Simulationsschritt sinkt sogar deutlich bei der Steigerung von ~, da die Ziehung
von neuen Teilchenpositionen aus dem kontinuierlichen Teil der Verteilung langer
dauert als die Ziehung aus dem diskreten Teil. Jedoch treten bei niedrigen und
mittleren Wechselwirkungsstiarken Abweichungen beim Vergleich mit analytischen
Resultaten auf. Auferdem ist der hier beschriebenen Simulationsalgorithmus nur
im Gleichgewicht einsetzbar. Dennoch kénnte die Zuweisung eines physikalischen
Zeitschritts zu jedem Simulationsschritt analog zu [51] in Betracht gezogen werden.
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3.4.4 Simulationen unter Verwendung einer bestimmten Dar-
stellung der )-Funktion

Im Folgenden wird eine Simulationsmethode entwickelt, die sowohl quantitative
Vergleiche mit Baxters Modell zuldsst als auch im Nichtgleichgewicht eingesetzt
werden kann. Da im Wechselwirkungspotential (3.2) ein §-Peak auftritt, ist eine
direkte Implementation dieses Potentials unter Verwendung der iiblichen Methoden
(z. B. Euler-Verfahren) nicht umsetzbar. Fiir die Implementation ist es naheliegend,
eine konkrete Darstellung der d-Funktion zu verwenden und dabei eine endliche
Ausdehnung beizubehalten. Abbildung 3.1 und Gleichung (3.1) basieren bereits auf
einer Kasten-Darstellung, die sich fiir endliche Ausdehnungen e betrachten léasst.
Aufgrund der Spriinge bei d = ¢ und d = o + ¢, die zu §-Peaks in der Kraft fiihren,
ist diese Darstellung nicht fiir Simulationen geeignet.

Es ist also eine stetige, kontinuierlich differenzierbare Darstellung der J-Funktion
gesucht, die bei endlicher Ausdehnung zu méglichst niedrigen Extremwerten der
Kraft maxy{|fww(d)|} fihrt. Zunéchst wird eine lineare Darstellung betrachtet, im
Anschluss daran wird eine Potenz-Darstellung beschrieben.

Lineare Darstellung

Die -Funktion wird durch folgende lineare Gleichung dargestellt:

d(z) = lim é(6 —2)[0(z) — O(z — €)]. (3.34)

e—0 €

Die Konstante A wird nun passend gewéhlt, sodass die §-Funktion entsprechend
ihrer Definition normiert ist:

- /Z é(e — 2)[0() — Oz — O)de (3.35)

_ /O 6 é(e ~2)da (3.36)
T2
:é (62 — ;) (3.38)
:§ (3.39)

N A:% (3.40)

Durch Einsetzen von A in Gleichung (3.34) ergibt sich die normierte d-Funktion:

5(x) = lim = (e — 2)[O(x) — Oz — €)]. (3.41)

Von nun an gilt implizit € — 0, ohne, dass dies explizit erwahnt wird. Wird diese
Darstellung in Gleichung (3.2) eingesetzt, ergibt sich:
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00, flird<o
®(d) = —iIn(1+73(c—d+0)), firo<d<o+e. (3.42)
0, sonst

Daraus lasst sich fiir 0 < d < 0 4 € die Wechselwirkungskraft berechnen:

fonld)= — %gzd) (3.43)
:_%%m(Hi—Z(e—cHa)) (3.44)
:%1 + i—;y(el— d+o) _6227 (3.45)
_ %762 - 27(61 — (3.46)
__1 L . (3.47)

_37_1§+(6+0—d)

Da ®(d) = const. fiir d > o + € gilt, lasst sich die Wechselwirkungskraft wie folgt
angeben:

—%162;, firo<d<o+e
Juew(d) = T g Hete=d) . (3.48)
0, flird>o+e¢
. —
0 ~ -
< 5
=3
- —100 — ..§ ]
-z E
—200 = —
A IR IRRRTRNN NS I SRR R l

0.18 020 022 024 026 028 030 0.2

Abbildung 3.10: Wechselwirkungskraft fy.,(d) basierend auf einer linearen Darstellung
der ¢-Funktion fiir vy = 1; 0 = 0,2; € = 0,1 sowie ¢ = 0,05. Bei d = o + € treten
Spriinge auf, daher ist die hier verwendete Darstellung keine gute Wahl bei der
Implementation von Simulationen.

In Abbildung 3.10 sind Beispiele fiir die Wechselwirkungskraft fy(d) mit e = 0,1
sowie € = 0,05 dargestellt. Bereits fiir relativ grofse € treten erhebliche Probleme
um d = 0 + € herum auf, da die Kraft an dieser Stelle —ﬁ% betragt. Des Weiteren
verursachen der Peak und der Sprung bei d = o 4 € grundsétzliche Probleme bei der
Implementation einer Simulation: Bei grofsen, sich schlagartig &ndernden Kréften
miissten winzige Zeitschritte gewéhlt werden, um die numerischen Fehler gering zu
halten. Diese Probleme lieften sich dadurch beheben, eine Darstellung zu wéhlen,
deren Ableitung bei d = 0 + € verschwindet.
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Potenz-Darstellung

Im Folgenden wird die -Funktion durch eine Potenz mit dem Exponenten p darge-
stellt:

d(z) =lim A(e — 2)?[O(x) — O(x — €)]. (3.49)

e—0

Im Gegensatz zu der linearen Darstellung wird die Ableitung dieser Darstellung fiir
p > 1 bei x = € null, was einen Sprung in der Wechselwirkungskraft verhindert und
somit fiir die Implementation von Simulationen von Vorteil ist.

Wie zuvor wird zunéchst A entsprechend der Normierung bestimmt:

1= /OO Ale — 2)P[O(z) — O(z — €)]dx (3.50)

o0

= /eA(e — z)Pdx (3.51)

| ¢

- [(e — )Pt (3.52)

:;%%(&—ff“-&—oy“) (3.53)

A

—_ T ptl
s G (3.54)
p+1

A= (3.55)

Durch Einsetzen von A in Gleichung (3.49) ergibt sich die normierte é-Funktion [52]:

5(z) = lim P — 2y0(2) — Oz — o). (3.56)

e—0 eptl

Diese Darstellung der d-Funktion wird in Gleichung (3.2) eingesetzt:

0, fird<o
o(d) = —%m(l-l—vz)ﬁll(e—f—a—d)p), firo<d<o+e. (3.57)
0, sonst

Fiir 0 < d < 0 + € kann nun die Wechselwirkungskraft berechnet werden:

dd(d
folay=— 12D (359
d —1 1
S (1 t7lt e to - d)P) (3.59)
1 1 p+1

_ 1 .
 Bl4yE(e+o— dy P er T (e+0—d) (3.60)

__p_ (eko—drt (3.61)

By e+ (e+o—dp

Da ®(d) = const. fiir d > o + € gilt, lasst sich die Wechselwirkungskraft wie folgt
ausdriicken [52]:
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_p_ (cro—d)7 firo<d<o+e
fd) = Pt e’ - . (3.62)
0, fird>o+e

Fiir p = 1 ergibt sich das vorherige Ergebnis fiir die lineare Darstellung (siehe
Gleichung (3.48)). Der grofe Vorteil, p > 1 zu wihlen, besteht darin, dass die
Ableitung der é-Funktion und somit die Ableitung des Potential bei d = 0 + ¢
verschwindet. Dies stellt im Gegensatz zu p = 1 sicher, dass die Kraft an dieser Stelle
stetig ist.

100

fold
hardcore

—150

—200 F

—250F.
0.19

800
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ma{|,(d)]}
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Abbildung 3.11: (a) Wechselwirkungskraft f,(d) basierend auf einer Potenz-Darstel-
lung der o-Funktion fir p =1, 2, 3, 4, 5, 6; ¢ = 0,05; v = 1 und o = 0,2. Bei
d = o + € ist fiir p = 1 ein Sprung zu erkennen, fiir p = 2 ist die Ableitung an
dieser Stelle unstetig. (b) Extremum von f,(d) als Funktion von p, das Minimum bei
Dopt = 2,95 stellt die optimale Wahl von p fiir die gegebenen Parameter 7 = 1 und
e = 0.05 dar.

In Abbildung 3.11 ist f,(d) fiir verschiedene p dargestellt. Fiir p = 1 tritt der
aus der lineare Darstellung bekannte Sprung bei d = o + € auf. Aufferdem nimmt
f»(d) Extremwerte fiir d nahe o 4 € an. Der extremste Wert von |f,(d)| ist am
niedrigsten fiir pope = 2,95. Allerdings ist popy schwach von € und «y abhéngig. Solange
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jedoch max,{|f,(d)|} hinreichend klein ist (vgl. Bedingung (3.64)), kénnen auch
von popt abweichende p problemlos verwendet werden. Fiir p = 0 ergibt sich die
Darstellung, welche Baxter urspriinglich zur Herleitung seines Modells [17] verwendet
hat (sieche Abschnitt 3.1). Aufgrund der Spriinge im Wechselwirkungspotential
ist diese Darstellung allerdings nicht fiir die Umsetzung dynamischer Simulationen
geeignet. Bei der Implementation von Simulationen wird p = 3 verwendet.

Die Kraft, die auf das i-te Teilchen wirkt, ergibt sich analog zu Gleichung (2.22) wie

folgt [52]:
[ 2D
+ _ﬂ2At/\/’l + ftrieb + fp(l‘i — $i_1) — fp(xi+1 — [L’i). (363)

Die Implementation erfolgt dann analog zu den in Abschnitt 2.3 beschriebenen Algo-
rithmen fiir harte Stdbe ohne adhésive Wechselwirkung, eine C-++ Implementation
ist online [64] verfiighar.

dU(x)
dx

fi=—

Theoretische Grenzen dieses Ansatzes

¢ muss klein gegeniiber den verbleibenden Langenskalen des Systems (insbesondere
o) gewéhlt werden. Jedoch muss € auch grofs genug sein, sodass

At mciax{|fp(d)|} ek % -0 (3.64)

erfiillt ist [52|. Sogar fiir relativ groke € wie z. B. € = 0,1 oder € = 0,05 ergeben sich
bereits gute Resultate. Daher wird im Folgenden ¢ = 0, 05 verwendet.

Fiir hohe Abdeckungen des Systems go (d. h. ¢ — 1 und gleichzeitig 9 — 1) néhert
sich der mittlere Abstand zwischen den Teilchen % —o der virtuellen Wechselwirkungs-
reichweite € an. Durch diese Verletzung von Bedingung (3.64) sind Abweichungen zu
erwarten [52].

Verifikation des Ansatzes mittels Gleichgewichtsdichteprofilen

Zunéchst wird dieser neue Ansatz im Gleichgewicht dazu eingesetzt, um Dichteprofile
zu bestimmen. Dies stellt eine gute Methode dar, um die resultierenden Profile
mit denen der DFT zu vergleichen und so die neue Repréisentation der adhési-
ven Wechselwirkung in den Algorithmen zu iiberpriifen. Anschlieffend findet dieser
Simulationsansatz in Abschnitt 3.6 im Nichtgleichgewicht Anwendung.

In Abbildung 3.12 ist fiir ¢ = 0,2 zuerkennen, dass fiir v = 0,1 die Gleichge-
wichtsdichteprofile nur minimal von denen fiir die reine Hardcore-Wechselwirkung
(v = 0) abweichen. Fiir grofere v und insbesondere hohe Fiillfaktoren p werden
die Abweichungen deutlicher: Statt einem Maximum bei x = 0,5 treten hier zwei
symmetrische Maxima bei x = 0.4 und x = 0.6 auf. Dies weist unter Beriicksichtigung
der in Abschnitt 3.2.1 formulierten Erwartungen auf eine hohe Anzahl von 2-Clustern
hin. Die mithilfe der verschiedenen Methoden bestimmten Dichteprofile haben eine
hohe Ubereinstimmung. Dies stellt eine Bestétigung der verwendeten Néherung des
Wechselwirkungspotentials fiir ¢ = 0,2 dar.

Fir o = 0,5 ist in Abbildung 3.13 zu erkennen, dass das Gleichgewichtsdichteprofil
fiir v = 0,1 und 9 = 0,2 nahezu mit dem zugehdrigen Profil fiir die reine Hard-
core-Wechselwirkung iibereinstimmt. Bei steigender Besetzung ist aber bereits ein
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Abbildung 3.12: Vergleich von mittels verschiedener Algorithmen und DFT bestimm-
ten Gleichgewichtsdichteprofilen geq(x) fiir Teilchen der Grofe o = 0, 2; verschiedene
Wechselwirkungsstérken v und unterschiedliche Fiillfaktoren o. Dichteprofile fiir die
reine Hardcore-Wechselwirkung (y = 0) dienen dem Vergleich.

deutlicher Anstieg bei x = 0 zu erkennen. Fiir grofsere Wechselwirkungsstéarken bildet
sich an dieser Stelle ein lokales Maximum aus. Fiir v = 10 und 9 = 0, 8 ist dieses fast
so grofke wie das globale Maximum. Unter Beriicksichtigung von Abschnitt 3.2.1 weist
dies auf eine hohe Préasenz von Clustern der Grofsen 3, 5, 7, ... hin. Des Weiteren
steigt auch die minimale Aufenthaltswahrscheinlichkeit deutlich an, was auf Cluster,
die sich unabhéngig vom externen Potential bewegen (Grofen 2, 4, 6, ...), hinweist.
Auch fiir o = 0,5 liegt eine hohe Ubereinstimmung zwischen den mithilfe der ver-
schiedenen Methoden bestimmten Dichteprofilen vor. Dies stellt eine Bestétigung
der verwendeten Néherung des Wechselwirkungspotential fiir o = 0,5 dar.

In Abbildung 3.14 ist fiir 0 = 0, 8 zuerkennen, dass fiir v = 0, 1 nur leichte Abweichun-
gen vom Gleichgewichtsdichteprofil fiir reine Hardcore-Wechselwirkungen auftreten.
Fiir hohere v und o verbreitert sich der Bereich mit hoher Aufenthaltswahrschein-
lichkeit deutlich: Sie steigt z. B. fiir 3 = 0,8 bei 2 = 0,2 beim Ubergang von v =0, 1
zu v = 10 etwa um eine Grofenordnung an. Dies weist auf das Auftreten groferer
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Abbildung 3.13: Vergleich von mittels verschiedener Algorithmen und DFT bestimm-
ten Gleichgewichtsdichteprofilen geq(x) fiir Teilchen der Groke o = 0, 5; verschiedene
Wechselwirkungsstéirken v und unterschiedliche Fiillfaktoren p. Dichteprofile fiir die
reine Hardcore-Wechselwirkung (y = 0) dienen dem Vergleich.

Cluster hin (vgl. Abschnitt 3.2.1). Dieses Phédnomen tritt in schwéicherer Form auch
bei 0 = 0,2 auf, da die Teilchen in diesem Fall aber seltener Wechselwirken, da der
mittlere Teilchenabstand % — o wesentlich grofer ist, ist dieser Effekt fiir o = 0,2
wesentlich schwécher als fiir o = 0, 8. Fiir niedrige o tritt auch fiir ¢ = 0, 8 eine hohe
Ubereinstimmung zwischen den mittels verschiedener Methoden bestimmten Dich-
teprofilen auf. Fiir grofere p (insbesondere fiir g = 0, 8) treten allerdings deutliche
Abweichungen zwischen den Simulationsergebnissen und den Resultaten der DFT
auf. Dies entspricht den Erwartung im Hinblick auf die theoretischen Grenzen der
verwendeten Naherung fiir das Wechselwirkungspotential: Der Ubergang von einer
Kontaktwechselwirkung zu einer Naherung mit Reichweite € fiihrt insbesondere bei
kleinen mittleren Teilchenabstdnden zu zusétzlichen Wechselwirkungen, die lediglich
durch die Naherung verursacht werden. Welche Simulation (Aristoteles oder Strating
& Scala, vgl. Abschnitt 2.3) gewihlt wird, hat keine erkennbare Auswirkung auf die
Gleichgewichtsdichteprofile.
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Abbildung 3.14: Vergleich von mittels verschiedener Algorithmen und DFT bestimm-
ten Gleichgewichtsdichteprofilen geq(z) fir Teilchen der Grofe o = 0, 8; verschiedene
Wechselwirkungsstérken v und unterschiedliche Fiillfaktoren o. Dichteprofile fiir die
reine Hardcore-Wechselwirkung (y = 0) dienen dem Vergleich.

Insgesamt entsprechen die Gleichgewichtsdichteprofile den in Abschnitt 3.2.1 formu-
lierten Erwartungen. Es ist eine gewisse Symmetrie beziiglich den Teilchengréften o
und A—o (0 = 0,2 und o = 0, 8) erkennbar, jedoch sind die zugehorigen Dichteprofile
nicht identisch. Dies ist vermutlich dadurch zu erkliaren, dass der niedrigere mittlere
Teilchenabstand % — o fiir 0 = 0,8 zu wesentlich mehr Wechselwirkungen fiihrt
und dadurch deren Effekt auf die Dichteprofile verstarkt. Im Gegensatz zu dem
Algorithmus von Miller und Frenkel [50, 70| (siehe Abschnitt 3.4.3) ldsst sich dieser
Ansatz aufgrund der Bedingung (3.64) nicht fiir sehr grofe ~ einsetzen, da winzi-
ge Zeitschritte gewéhlt werden miissten. Auflerdem treten bei niedrigen mittleren
Teilchenabstanden % — 0 Abweichungen zwischen den Simulationsergebnissen und
analytischen Ergebnissen auf. Dennoch gibt einen grofen Bereich an zuléssigen o, 0
und ~, fiir die in Form der hier prasentierten Néherung eine verifizierte dynamische
Simulation verfiigbar ist.
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3.5 Zweipunktdichte im Kontakt

Im Folgenden wird die Zweipunktdichte gs(x,y) (siehe Gleichung (2.53)) kurz be-
trachtet. Dabei handelt es sich um die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass sich
zeitgleich Teilchen an den Positionen x und y authalten. Von besonderem Interesse
ist die Zweipunktdichte im Kontakt gs(x,z + o), die die Wahrscheinlichkeitsdichte
dafiir angibt, dass ein Teilchen an der Position x ein anderes Teilchen an der Positi-
on y = x + o beriihrt. Insbesondere fiir das Verstandnis der Wechselwirkungskréfte
zwischen Teilchen im Kontakt spielt diese eine Rolle (siehe Gleichung (2.52)) und
hat somit auch entscheidenden Einfluss auf den Teilchenstrom (vgl. Abschnitt 2.4.1).
Fiir Teilchen, die lediglich der Hardcore-Wechselwirkung unterliegen, lasst sich die
Zweipunktdichte im Kontakt auch aus den Dichteprofilen bestimmen [14]:

o2(z,x+0) = %. (3.65)
Fiir den Fall mit Kontaktwechselwirkung ist bisher keine Relation dieser Art bekannt.
Wird diese Relation dennoch angewandt, ergibt sich zwar der richtige Verlauf, so
sind z. B. die Extrema an den richtigen Stellen. Jedoch sind die Ergebnisse um
Grofsenordnungen zu niedrig, da die Kontaktwechselwirkung dabei nicht korrekt
berticksichtigt wird.
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Abbildung 3.15: Zweipunktdichte im Kontakt o5%(z,z + o) fir fiien = 0 und

verschiedene Teilchengroften o, Fiillfaktoren p und Wechselwirkungsstarken . Kreise
markieren mittels Gleichung (3.65) bestimmte Werte fiir v = 0.

In Abbildung 3.15 sind mittels Simulation bestimmte Zweipunktdichteprofile im
Gleichgewicht im Kontakt o5%(x,x 4+ o) dargestellt. Es ist erkennbar, dass bei Zu-
nahme von v um eine Gréfsenordnung auch die Zweipunktdichte um ungefihr eine
Grofenordnung zunimmt. Insbesondere fiir 0 = 0,2 und 9 = 0, 2 ist dies gut erkenn-
bar, aufserdem entspricht dies unter Beriicksichtigung des Boltzmannfaktors (3.3)
den Erwartungen. Fiir ¢ = 0,5; 0 = 0,5 und ¢ = 0,8; o = 0,8 ist dies nicht so
eindeutig zu erkennen, da die Profile mit steigendem ~ ihren Verlauf deutlich dndern.
Dieses Verhalten konnte daran liegen, dass fiir alle betrachteten v fiir ¢ = 0,2 und
0 = 0,2 die Zweipunktdichte durch 2-Cluster dominiert wird, also Cluster bestehend
aus einem Teilchen bei x = 0,4 und einem zweiten Teilchen bei z = 0, 6. Dies ent-
spricht den vorherigen Uberlegungen und Beobachtungen (siche Abschnitt 3.2.1 und
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Abschnitt 3.4.4). Wéhrend bei 0 = 0,8 und g = 0, 8 fiir 7y = 0 und = 0, 1 auch eine
Dominanz von 2-Clustern nahe liegt (ein Teilchen bei # = 0,6 im Kontakt mit einem
Teilchen bei x = 1,4), treten insbesondere bei v = 10 auch grofere Cluster auf. Dies
ist an der erheblichen Abschwichung des Minimums zu erkennen. Somit bestétigt sich
wiederum die Beobachtung, dass bei geringeren mittleren Teilchenabstdnden % -0
die Teilchenwechselwirkungen einen wesentlich gréferen Einfluss haben.

Fiir 0 = 0,5 und p = 0, 5 ist bei steigendem v die Ausbildung von zwei unterschiedlich
starken Minima bei x = 0,25 und z = 0, 75; einem zentralen Maximum bei x = 0,5
und einem weiteren Maximum bei z = 0 zu beobachten. Bei der Analyse dieser
Struktur ist zu beachten, dass insbesondere fiir Cluster der Grofen 3, 5, 7, ...
Auswirkungen auf die Extrema zu erwarten sind. Dies ist der Fall, da Cluster der
Groken 2, 4, 6, ... gleichverteilt sind, da sich die externen Kréfte fiir diese Cluster
gegenseitig aufheben (siehe Abschnitt 3.2.1). Da die Teilchen in Clustern ungerader
Grofen vorwiegend an den Positionen x = 0,5; 1; 1,5; ... zu finden sind und an der
Position des letzten Teilchens kein Peak in o5 (z, 2 + o) zu erwarten ist, da dieses
kein weiteres Teilchen beriihrt, ergeben sich so zwei gleich grofe Peaks bei z = 0 und
x = 0,5. Kollisionen zwischen einzelnen Teilchen sind aufgrund der externen Kréfte
héufiger zu erwarten, wenn sich beide Teilchen in derselben Potentialmulde befinden
als wenn sich diese in benachbarten Potentialmulden authalten. Dies spiegelt sich in
05} (z, x + o) wieder: Die Werte bei x = 0, 25 sind etwas hoher als bei z = 0, 75; damit
sind auch die unterschiedlich starken Ausprigungen der beiden Minima verstéandlich.
Somit ergibt sich auch fir ¢ = 0,5 und 9 = 0,5 die beobachtete Struktur des
Zweipunktdichteprofils im Kontakt aus theoretischen Uberlegungen.

3.6 Strom-Dichte-Relationen

Im Folgenden wird nun die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte dynamische Simula-
tion der Brownschen Bewegung von Teilchen mit adhésiver Kontaktwechselwirkung
dazu eingesetzt, Strom-Dichte-Relationen zu bestimmen. Einige so generierte Rela-
tionen sind fiir verschiedenen Teilchengréfsen o und Wechselwirkungsstéarken v in
Abbildung 3.16 dargestellt. Des Weiteren sind auch mittel DFT (siehe Abschnitt 3.3)
und SDA (siehe Abschnitt 2.4.2) bestimmte Teilchenstrome eingezeichnet.
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Abbildung 3.16: Strom-Dichte-Relation j (@) im stationdren Zustand fiir verschiedene
Teilchengrofen o und Wechselwirkungsstérken v, die mittels Simulation (durchgezo-
gene Linie) bzw. DFT und SDA (Kreuze) bestimmt wurden.
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Es ist zu erkennen, dass die SDA bei Einfiihrung der Kontaktwechselwirkung eine
noch schlechtere Ndherung darstellt als ohne Kontaktwechselwirkung. Insbesondere
fiir o0 = 0,5 unterschétzt die SDA bereits bei reiner Hardcore-Wechselwirkung die
tiber eine Periode des Potentials A gemittelte Wechselwirkungskraft fI* [14], was
zu einer Uberschiitzung des Teilchenstroms fithrt. Dieses Problem hat sich durch
Einfithrung der zusétzlichen Kontaktwechselwirkung verstiarkt. Mit Ausnahme von
oc=0,8und v=0,1, wo die SDA den Strom unterschétzt, iiberschitzt die SDA den
Teilchenstrom in fast allen betrachteten Fallen. Somit ist die SDA, die schon bei
reiner Hardcore-Wechselwirkung nur begrenzt einsetzbar ist, bei Einfiihrung einer
Kontaktwechselwirkung ohne passende Modifikation nicht mehr sinnvoll einsetzbar.
Fiir 0 = 0,5 ist bei steigender Wechselwirkungsstérke + ein Anstieg des Teilchen-
stroms zu beobachten, beim Vergleich mit Abbildung 3.4 ergibt sich dieses Verhalten
direkt: Cluster, die aus mehr als einem Teilchen bestehen, sind immer mit einem
héheren Strom assoziiert als einzelne Teilchen und mit steigender Clustergrofe nimmt
dieses Phénomen zu.

Fir o0 = 0,2 nimmt der Teilchenstrom mit steigender Wechselwirkungsstérke ab. In
Abbildung 3.4 ist erkennbar, dass kleine Cluster, die aus zwei oder drei Teilchen
bestehen, mit einem niedrigeren Teilchenstrom assoziiert sind als einzelne Teilchen.
Dies spiegelt sich in den vorliegenden Strom-Dichte-Relationen in Form des mit
steigender Wechselwirkungsstéarke abnehmenden Teilchenstroms wieder. Es ist also
davon auszugehen, dass der bei den gewéhlten Parametern beobachtete Strom von
Clustern der Grofen 2 und 3 dominiert wird.

Auch fiir o = 0,8 nimmt der Strom mit zunehmender Wechselwirkungsstérke fiir die
meisten ¢ ab. Dies lasst sich analog zu ¢ = 0,2 mit einer Dominanz von Clustern
der Grofen 2 und 3 erkléren. Lediglich fiir v = 10 und ¢ > 0,75 bzw. v = 1 und
0 > 0,95 kehrt sich dieses Verhalten um: Hier filhrt die hohe Wechselwirkungsstéarke
in Kombination mit dem geringeren mittleren Teilchenabstand % — o zur Bildung
grofkerer Cluster aus 4, 5, und 6 Teilchen, die mit einem Anstieg des Teilchenstrom
assoziiert sind (siehe Abbildung 3.4).
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Kapitel 4

Zusammenfassung & Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Brownsche Bewegung von harten Teilchen in
einem externen Kosinus-Potential mit und ohne adhasiver Kontaktwechselwirkung
zwischen den Teilchen betrachtet. Dazu wurden verschiedene Simulationsansétze
und analytische Rechnungen in Kombination mit der Dichtefunktionaltheorie (DFT)
eingesetzt. Das untersuchte System wurde sowohl im Gleichgewicht als auch in
stationdren Zustdnden des Nichtgleichgewichts untersucht.

Es wurde eine Néherung fiir das Wechselwirkungspotential in Baxters Modell basie-
rend auf expliziten Darstellungen der §-Funktion entwickelt. Diese Naherung dient
dazu, dynamische Simulationen der Brownschen Bewegung von Teilchen mit adhé&-
siver Kontaktwechselwirkung umzusetzen. Dazu wurde die Kontaktwechselwirkung
einerseits in den etablierte Algorithmus von Strating und Scala [59-61], als auch in
einen neuen Algorithmus basierend auf Aristotelischer Bewegung [52, 63| eingesetzt.
Analytische Berechnungen von Percus zu Baxters Modell [18] wurden in Kombi-
nation mit Dynamischer Dichtefunktionaltheorie (DDFT) [55-57| dazu eingesetzt,
um Gleichgewichtsdichteprofile zu bestimmen. Diese konnten dann wiederum dazu
verwendet werden, um die dynamischen Simulationen mit adhésiver Kontaktwechsel-
wirkung zu verifizieren, indem die mittels der verschiedenen Methoden generierten
Gleichgewichtsdichteprofile verglichen wurden. Dabei ergab sich fiir niedrige und
mittlere Systemabdeckungen eine hohe Ubereinstimmung. Fiir hohe Systemabde-
ckungen traten einige Abweichungen auf, die im Rahmen der verwendeten Naherung
zu erwarten waren. Theoretisch sollten diese Abweichungen unter Verwendung belie-
big kleiner Zeitschritte behebbar sein, jedoch lasst sich dies nicht in angemessener
Rechenzeit umsetzen.

Es wurden theoretische Uberlegungen zu den Auswirkungen von adhésiver Kon-
taktwechselwirkung in Abhéngigkeit von der Teilchengrofe auf die Gleichgewichts-
dichteprofile, die Zweipunktdichte im Kontakt und den Teilchenstrom dargelegt.
Dabei spielte insbesondere die Clusterbildung eine entscheidende Rolle. So kann die
Entstehung von Clustern die Dichteprofile mafkgeblich qualitativ verdndern. Sehr
grofe Cluster fiihren zu einem deutlichen Anstieg des Teilchenstrom, wéhrend kleine
Cluster bei bestimmten Teilchengrofen zu eine Reduzierung des Stroms fiihren.
Insgesamt stehen die Resultate dieser Uberlegungen im Einklang mit Simulationser-
gebnissen und analytischen Ergebnissen und lassen in Kombination Riickschliisse auf
die Grofken der auftretenden Cluster zu.

Auferdem wurden verschiedene Methoden zur Bestimmung von Gleichgewichtsdich-
teprofilen aus Dichtefunktionalen untersucht und verglichen. So wurden numerische
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Optimierungen basierend auf Simulated-Annealing und einem Modell fiir das Pro-
fil ebenso betrachtet wie eine modellfreie Iteration, bei der in jedem Schritt ein
Mittel vorhergehender Profile in das Dichtefunktional eingesetzt wird und so eine
neues, besseres Profil bestimmt wird [54]. Zusétzlich wurde auch die Dynamische
Dichtefunktionaltheorie (DDFT) [55-57| eingesetzt.

Einige weiter Ansétze zur Umsetzung von Simulationen von Teilchen mit adhésiver
Kontaktwechselwirkung wurden ebenfalls betrachtet: Ein Ansatz basiert darauf,
dass Teilchen, deren Abstand eine bestimmte Grenze unterschreitet mit einer festen
Wahrscheinlichkeit g zu einem Cluster zusammengesetzt werden [51]. So lassen sich
zwar korrekte Dichteprofile generieren, sie basieren aber auf einem Fit zum Finden des
passenden ¢ und sind somit nur begrenzt zur analytischen Verifizierung geeignet. Ein
anderer Ansatz basiert auf einem etablierten Algorithmus [50], ist aber grundsétzlich
ausschlieftlich im Gleichgewicht einsetzbar und kann daher in vielen Féllen nicht
genutzt werden (z. B. zur Bestimmung von Teilchenstrémen). Des Weiteren hat
ein Ansatz basierend auf einer festgelegten Kraft, die zum Trennen von Clustern
notwendig ist, keine zuverlassigen Resultate unabhéngig vom gewahlten Zeitschritt
geliefert.

In der Zukunft ist eine erneute Betrachtung einer maximalen Kraft, die die Bin-
dungen zwischen den Teilchen aushalten, als alternatives, einfacheres Modell fiir
die adhasive Kontaktwechselwirkung denkbar, dabei miissten dann neue Methoden
zur Sicherstellung der Unabhéngigkeit der Ergebnisse vom gewahlten Zeitschritt
entwickelt werden. Aufserdem gilt es weiterhin, eine analytische Beschreibung fiir die
Strom-Dichte-Relation sowohl ohne als auch mit adhésiver Kontaktwechselwirkung zu
finden. Dazu ist insbesondere die iiber eine Periode des externen Potentials gemittelte
Wechselwirkungskraft analytisch zu beschreiben.

Eine Weiterentwicklung der dynamischen Simulation ist in verschiedenen Richtungen
moglich: So ist eine Ausweitung der Simulation auf 2 oder 3 Dimensionen denkbar.
Dabei miisste insbesondere bei dem Aristotelischen Algorithmus die Cluster-Identifi-
kation in hoheren Dimensionen neu definiert und entsprechende Simulationsmethoden
entwickelt werden. Eine Erweiterung der auf elastischen Kollisionen basierenden Si-
mulation auf hohere Dimensionen ist wesentlich naheliegender und ohne komplette
Neuentwicklungen umsetzbar. Die Naherung der adhésiven Kontaktwechselwirkung
sollte ohne grofse Modifikation in Simulationen mit héherer Dimension anwendbar
sein. Eine Reduktion der Rechenzeit fiir Simulationen dreidimensionaler Systeme
durch die Verwendung fortgeschrittener Algorithmen basierend auf Parallel compu-
ting auf GPUs [71] stellt bei der Umsetzung solcher Simulationen gegebenenfalls eine
sinnvolle Verbesserung dar. Der Einsatz solcher Methoden kann zur Reduzierung der
Simulationsdauer um mehrere Grofenordnungen fithren [71]. Auch in einer Dimension
sind weitere Beschleunigungen der Simulation denkbar. Ein Ansatz zur Verbesserung
der Kollisionserkennung wurde bereits in Anhang C dargelegt. Zusétzlich sind auch
Verbesserungen bei der Zerteilung von Clustern denkbar.
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Anhang A

Bestimmung der Dichten in den
Simulationen

Im Folgenden wird das numerische Vorgehen zur Bestimmung von Dichteprofilen o(z)
und Zweipunktdichten im Kontakt go(x,z 4+ o) mittels der in dieser Arbeit verwen-
deten Simulationsalgorithmen beschrieben.

Zunéchst wird das Periodizitatsintervall [0, \) in My, Bins [z,, z, + A,) eingeteilt,
wobei

To = al\, (A.1)

und ]
A, = A2
‘ Mbin ( )

gilt [52]. Bei der Implementation wird A, = 1072 gewéhlt.

A.1 Dichteprofile

Wiéhrend die Simulation lduft, wird nach jedem Zeitschritt At ein Zahler p, fiir
jedes Teilchen in Bin oo um eins erhéht. Dann lésst sich am Ende der Simulation das
Dichteprofil wie folgt berechnen:

A D
i [ S A ML A.
Q (xa + 2 > MnleSSAxL + O( v meSS)’ ( 3)

dabei ist M, die Anzahl der Simulationsschritte, die zur Bestimmung des Dichte-
profils verwendet werden [52].

A.2 Zweipunktdichten im Kontakt

Nach jedem Simulationsschritt At wird tiberpriift, ob ein Teilchen in Bin « fallt,
wihrend sich ein weiteres Teilchen im Intervall (x + o, x + ¢ + A’] aufhélt. Sofern
dies der Fall ist, wird ein anderer Zahler ¢, fiir den Bin a um eins erhoht. Am Ende
der Simulation lésst sich die Zweipunktdichte im Kontakt wie folgt berechnen [52]:

A A q
x x _ a A A ML), A4
e (xﬁ 5 Tt +U) MmesSAIAfL+O( v B Miess) (A-4)

Bei der Implementation wird A’ = 1073 gewihlt.
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Anhang B

Effiziente Methode zum Ziehen neuer
Positionen bei der Implementation
von Millers Algorithmus

Ein direkter Ansatz, neue Teilchenpositionen aus dem kontinuierlichen Teil der
Verteilung zu ziehen, besteht darin, zundchst zur Normierung iiber den ganzen
zuldssigen Raum (d. h. den nicht von anderen Teilchen belegten Raum) zu integrieren:

A= / exp(—pU(z))dz. (B.1)
freier Raum

Anschlieftend wird eine gleichverteilte Zufallszahl n aus dem Intervall [0, 1] gezogen.
Daraufhin wird schrittweise numerisch iiber w integriert und bei dem Schritt
angehalten, bei dem n iibertroffen wird. Dieses Verfahren funktioniert zwar grund-
satzlich, allerdings ist es langsam, da es zwei numerische Integrationen iiber den
freien Raum erfordert.

Daher bietet sich ein alternativer Ansatz an: Es wird zu Beginn ein einziges Mal die
kumulierte Verteilungsfunktion

[F exp(—BU (') dz’
fiir eine Periode des Potentials berechnet.
Wird nun eine neue Position aus dem kontinuierlichen Teil der Verteilung benétigt,
wird zunéchst wieder eine gleichverteilte Zufallszahl n aus dem Intervall [0, 1] gezogen.
Dann wird das x gesucht, fiir welches n = F'(z) gilt. Da kumulierte Verteilungsfunk-
tionen grundsétzlich monoton steigen, kann hierzu das Bisektionsverfahren eingesetzt
werden. Wird zusétzlich noch eine Zufallszahl N aus der gleichverteilten diskreten
Verteilung 0, 1, 2, L—2, L—1 gezogen, ist die neue Teilchenposition x4+ N. Verstofht
diese Position gegen die Hardcore-Bedingung, werden neue n und N gezogen und
das Vorgehen solange wiederholt, bis eine zulédssige Position vorliegt.
Dieses Verfahren hat sich bei der praktischen Umsetzung als wesentlich schneller
erwiesen. Es ist zu beachten, dass dieser Anhang lediglich die Ziehung aus dem
kontinuierlichen Teil der Verteilung behandelt. Bei der Implementation ist der diskrete
Anteil separat zu behandeln.
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Anhang C

Effiziente Implementation des
Aristotelischen Algorithmus

Bei der in Abschnitt 2.3.2 prasentierten Vorgehensweise bei der Implementation des
Aristotelischen Algorithmus wird die Zeit in Schritten von At bzw. beim Auftreten
von Teilchenkollisionen in kleineren Zeitschritten zwischen den einzelnen Kollisionen
entwickelt. Dieses Vorgehen ist anschaulich und gut versténdlich, aufserdem ist es bei
den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Systemen und verwendeten Parametern
sinnvoll einsetzbar, da in den meisten Zeitschritten keine oder eine einzige Kollision
stattfindet. D. h. durch die Zeitentwicklung der Positionen aller Teilchen zwischen
den Kollisionen geht keine nennenswerte Rechenzeit verloren.

Wenn keine Zweitpunktdichten gemessen werden und auch keine Kontaktwechsel-
wirkung, bzw. eine sehr schwache Wechselwirkung vorliegt (siehe Bedingung (3.64))
kénnen wesentlich grofere Zeitschritte wie z. B. 1072 gewihlt werden. Ist zusitzlich
der mittlere Abstand zwischen den Teilchen % — o sehr klein wie z. B. fir p =1
und o = 0,99 und das betrachtete System grof (z. B. L = 10%), treten sehr viele
Kollisionen in jedem Zeitschritt auf. In diesem Fall geht ein signifikanter Anteil der
Rechenzeit fiir die Zeitentwicklung der Teilchenpositionen zwischen den Kollisionen
verloren. Im schlimmsten Fall ergibt sich so eine Laufzeit O(N?).

Ein Ansatz zur Losung dieses Problems besteht darin, bei jeder erkannten Kollision
(teon < At) die kollidierenden Cluster /Teilchen unter Beibehaltung des Schwerpunktes
sofort in Kontakt zu bringen. Dabei wird die Geschwindigkeit des neu gebildeten
Clusters wie zuvor als gewichtetes Mittel der Geschwindigkeiten der kollidierenden
Cluster berechnet. Nach jeder Kollision miissen weitere Kollisionen zu beiden Seiten
des neu entstandenen Clusters in Betracht gezogen werden. Sobald keine weiteren
Kollisionen mehr im aktuellen Zeitschritt At zu erwarten sind, wird dieser Schritt
ohne Unterbrechungen ausgefiihrt.

Wird dieses Vorgehen implementiert, ergibt sich fiir bestimmte Parameter z. B.
o = 0,99 und At = 1073 eine erhebliche Reduzierung der Laufzeit. Diese Verbesserung
ist in Abbildung C.1 deutlich erkennbar.

Mit dem neuen Vorgehen generierte Dichteprofile entsprechen den mit dem alten Vor-
gehen generierten Profilen. Die Idee zu Einfiihrung einer solchen Kollisionserkennung
basiert auf den folgenden Grundlagen:

e Die Zeit bis zur Kollision zweier Cluster kann aufgrund der ausschlieflich
positiven Wechselwirkungskraft bei chronologischer Betrachtung der Ablaufe

ntel® Core™ i5-7600 CPU @ 3.50GHz
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ANHANG C. EFFIZIENTE IMPLEMENTATION DES ARISTOTELISCHEN

ALGORITHMUS
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Abbildung C.1: Laufzeitreduzierung! durch Anwendung des verbesserten Algorithmus
zur Kollisionserkennung.

durch zusétzliche Kollisionen nur verkiirzt, aber nicht verldngert werden. D. h.
ist teon < At einmal gegeben, findet diese Kollision definitiv statt.

e Werden Teilchen, die im Schritt At kollidieren unter Beibehaltung des Schwer-

punkts in Kontakt gebracht, befinden sie sich nach Ausfithrung des Schritts
wieder an der richtigen Position. Dies ist der Fall, da sich in beiden Féllen
die Position des Schwerpunkts identisch entwickelt und in beiden Féllen die
kollidierten Teilchen am Ende des Zeitschrittes in Kontakt sind.

Entfernt sich ein Teilchen B durch die neue Umsetzung von Kollisionen durch
eine Kollision mit dem Teilchen A von Teilchen C, kann eine Kollision mit
Teilchen C nicht verhindert werden. Dies ist der Fall, da sich das Teilchen B
durch die Kollision mindestens soweit in Richtung von Teilchen C bewegt wie
ohne die Kollision.

Dieses neue Vorgehen wurde abgesehen von einigen Tests zur Bestimmung der
Laufzeit und Uberpriifung der Dichteprofile und Teilchenstrome bisher noch nicht
eingesetzt. Die mathematische Korrektheit dieses Verfahrens ist beweisbar [72, 73].
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Anhang D

Verwendete Pakete

Die folgenden C++ Pakete wurden bei der Erstellung dieser Arbeit verwendet:
e Armadillo, siehe auch |74, 75|
e boost/program _options
e boost/random
e boost/random/mersenne _twister
e boost/random/normal distribution
e boost/math/distributions/uniform
e boost/math/constants/constants

e boost/filesystem

Die folgenden Python Pakete wurden bei der Erstellung dieser Arbeit verwendet:

e numpy

matplotlib
e imageio

e scipy

jupyter
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